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P R E F A Z I 0 NE 
alla Trigonometria. 


Questa Trigonometria fa parte di un Trattato elemenlme 
di Geodesia teoretica e pratica che sarà pubblicato in fasci- 
coli. In essa supponendo conosciuti i principi! della Trigono- 
metria rettilinea , e le dimostrazioni delle formole generali più 
comuni, ci occupiamo della risoluzione analitica de’ triangoli 
piani e della Trigonometria sferica. 

Sulla guida degli autori classici, abbiamo fatto derivare la 
risoluzione de’ triangoli rettilinei da un solo principio , e per 
renderla indipendente dal caso particolare del triangolo ret- 
tangolo, si è preferito per teorema fondamentale quello dei 
seni degli angoli proporzionali ai lati opposti. Dal medesimo , 
con un’analisi abbastanza sempUce, discendono tutte le formde 
e le regole conosciute per risolvere i triangoli, ed alcune altre, 
forse non avvertite sinora. Procurando d’imitare nella risolu- 
zione de’ triangoli rettilinei i procedimenti della Trigonometria 
sferica, si sono assegnate per ogni caso le formole algebriche 
esprimenti ciascun elemento del triangolo in funzione de’ tre 
elementi dati. 

• La Trigonometria sferica è trattata col metodo delP immor- 
tale Lagrange. Alla dimostrazione del teorema fondamentale 
adottata da questo -geometra, la quale %mbra cadere in difetto 
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ili alcune particolari circostanze, ne abbiamo aggiunto un’altra 
tratta dai principii della Geometria analitica. 

Le trasformazioni che conducono alle quattro formolo prin- 
cipali, sono esposte a modo di eliminazioni da eseguirsi fra 
le equazioni fondamentali , o fra le loro derivate ; e ciò ad 
oggetto di farle ritenere più facilmente a memoria, e sull’ esem- 
pio del chiarissimo astronomo italiano signor Santini nella breve 
ed elegante Trigonometria premessa all’ eccellente suo trattato 
di Astronomia. Con lo stesso scopo di ajutare la memoria, 
abbiamo esteso l’uso delle combinazioni fra gli elementi del 
triangolo , introdotto dal Lagrange , applicandolo alla scelta 
delle formole convenienti alla risoluzione del triangolo sferico 
ne’ diversi casi, e l’ esperienza di molti anni d’insegnamento ne 
guarentisce la utilità di questa pratica. Soppresse altronde le 
lunghe leggende derivanti da una stessa formoia adattata a di- 
verse lettere, che sogliono spaventare gli allievi con una falsa 
apparenza di difficoltà, non si sono trascurale alcune regole 
ninemoniclic per le formole meno facili a riteneisÀ. 

, Ognuno do’ sei casi che si considerano nella Trigonometria 
sferica è risoluto in più maniere , mostrandosi la convenienza 
de' varii sistemi di formole , seoondochè si ricercano , uno , 
due u pure tutti tre gli elementi incogniti del triangolo. Alcune 
belle formole del signor Molweide si son fatte anche servire 
a render più breve la soluzione completa del triangolo sferico 
ne casi in cui sono dati i tre Iati o pure i tre angoli, e Tana; 
logia ha offerto una simile abbreviazione pel triangolo retti- 
lineo quando sono conosciuti i tre lati. 

Portando opinione che un trattato destinato alla istruzione 


Digitized by Google 


-\Il 


eltìmeotarc debba essere scritto io modo da non lasciar dubbio 
alcuno nella mente de’ giovani, ci siamo specialmente impe> 
guati a dileguare tutte le diilìcoltà nascenti dalle soluzioni 
mnbiguc ; ed abbiamo istituito una nuova analisi per la discus> 
sione de’ casi dubbi, sembrwdoci che la -via più naturale e 
semplice fosse quella di esaminare le radici delle equazioni di 
2.® grado che si presentano nell’ applicare agl’ indicati casi le for- 
mole generali. Le nostre ricerche hanno dato un quadro di cri- 
terii 0 sintomi , atti a far distinguere le soluzioni doppie dalle 
semplici e dalle assurde , diverso da quello riportato comunemente 
iie’ trattati di Trigonometria , e forse più compiuto ed esatto. 

' Dopo la risoluzione de’ triangoli, si ragiona della superficie del 
triangolo sferico e delle varie espressioni dell’eccesso sferico, ed 
il metodo tenuto per giungere a queste formole si applica ancora 
alla ricerca delle espressioni analoghe relative alla somma de’ lati 
del triangolo , e di alcune altre formole complesse. 

Le applicazioni della Trigonometria sferica alla Geodesia 
dovendo far porte di quest’ ultima scienza , era inutile darne 
qui anticipata conoscenza ; ci abbiamo altresì riservato di trat- 
tare nella Geodesia la risoluzione di alcuni casi particolari 
. de’ triangoli rettilinei o sferici per mezzo delle serie , secondo 
. che se ne presenterà il bisogno. 

La Trigonometria è seguita da \xcì Appendice nella quale 
sono esposte le principali regole pratiche per calcolare cd lo- 
garitmi ^ specialmente nella parte che riguarda le tavole tri- 
gonometriche. 

Da ultimo ne occorre avvertire , di aver distinte con carat- 
teri grandi e piccoli le teoriche principali , e quelle che possono, 
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per compleméuto d’ istruzione , serbarsi ad una seconda lettu- 
ra; come pure di non aver trascurato di consultare, in questa 
qualunque siasi nostra fatica , i migliori trattati, e specialmente 
le Trigonometrie premesse alla lodata opera del signor Santini 
ed al trattato classico di Geodesia del chiarissimo signor Co- 
lonnello Puissmt. 


I 


TRATTA.TO ELEMENTARE 

DI GEODESIA TEORETICA £ PRATICA. 

LIBRO I. 


CAPO I. 

POBMOLE OENERAtl. 


§. I. S^nA i prìncipii generali di Trigonomeiria , che supponiamo 
conosciuti, si froTano dimostrale le principali formolo del seguente quadro, 
dallo quali facilmente si ricavano le altre : in tutte si è considerato 
eguale all'unità il raggio del cerchio sulla cui circonferenza si valu- 
tano gli archi. 

sen*a-f-co 8 *a=T, sena=K i — cos^, coso=K i — 800*0; 

I — cos’a — cos*A = — ( I — sen*a — sen* 3 ) = sen*fl — cos *5 

=scn* 4 — cos*a=scn*0 sen*i — cos*a cos*^ , 
sen*« — sen*à=cos*à — cos*o=sen*a cos*A — scn*à cos*fl. 


sen a , cos o , t . i 

. 2. Tana= — , cota= — , cota=:: — , tano= ; 

cosa sena tana cola 

seca— — i-|-tan*a, coseca=—^=V i -j- col* a, 
cosa sena 


onsa= ' 


cola 


— , scnfl=- 


tana 


y' i+tan*a i-»-col»a . i-i-cot*a H-tanSo’ 

860^0= — sen0, cos — o=cos0, tan— 0= — tana, col— 0s=s — cot0. 
5 . 3. Sen(0db4)=sen0cos^±seni COS 0 , 
cos ( 0 + ^ ) = c(» a cos £ =p sen 0 sen 6 , 


X 
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e proporzionali alle medesime , per i triangoli simili abe , ABC. Ma 
nel cerchio abe le corde bc,ae^ab rappresentano i doppi seni delle 
metà degli archi che sdTlcndono , ossiano i doppi seni degli angoli 
bac , abe , bea , rispcttiTamentc eguali agli angoli del triangolo proposto, 
dunque i lati BC ,AC , AB sarfixìno proporzionali ai doppi seni degli 
angoli opposti A,B,C, e quindi anche ai semplici seni, cioè si avrà 
a : A ; c :: sen^:seu :sen C, ovvero 

abe 
Ku A geli B 8CU C ‘ 

IO. Gò premesso, cerchiamo una relazione fra due lati a,b del 
triangolo , c due angoli C uno opposto e l’altro adiacente. Dalle equa^ 
zioni precedenti abbiamo 
'ù s€n B 

seni?:^sen| i8o° — [A-\r C)\^9 éji{A’^C) e quindi 

b kq{A-ì-C) sen AcoiC-h-scaCcosA 
a sen A scn A 

= cosC+sen Ccoty^ e finalmente 

cos C=- — col.^sen C 
a 

che è la relazione richiesta. Con un simile procedimento si dimostre- 
ranno altre cinque equazioni analoghe alla precedente che formano in- 
siem con essa il secondo sistema di formole della Trigonometria ret- 
tilinea cioè , 

cos C=- — col sen C 
a 

cos C=r — coli? scn C 
0 

cosA=r — col B^aA 

O 

co&A =‘- — cotCsen A 
c 

cos J?=- — col Csen B 
c 

c ^ 

co8i?= col AsenB 

a 



Digitized by Google 



8 

li. Il terzo ed ultimo sistema comprende le relazioni fra (re lati ed 
un angolo. Per trovarle sommiamo le prime due equazioni {b) ed avremo 


2cosC=-- 4-7 — sen C\co\.A-\-co\.B\ 

ab ■ 


sen Csen ( /?) 


ab 


SUD B 


(§• 3), 


sen e 


e poiché per le equazioni (o) , sen (//+ .ff)=scn C, e = “ 


7 , facendo le sostituzioni si avrà 
scu ZI b 


cos C= 


— e» 


nab 

Allo stesso modo si dimostreranno le altre due equazioni analoghe, 
onde il terzo ed ultimo sistema di formolo sarà 
— c* 


cos (7= 


cos 
co^A 


iab 
a*-if-c* — b* 
3 ac 
b* -*-c* —a* 


(P) 


ibc 




le quali possono anche scriversi cosi, 
c* = a* + — 2abcosC 

b*=a' + c* — zaccosB 
a' = b*-\-c* — zbccosA 
e sotto questo aspetto corrispondono al teorema ; in ogni triangolo ret- 
tilineo il quadrato di un lato qualunque eguaglia la somma de' qua- 
drali degli altri due lati diminuita del doppio prodotto degli stessi 
lati, moltiplicato pel coseno deli angolo da essi compreso. 

Aggiungendo Ira loro a due a due queste ultime equazioni , e di- 
videndo le somme ottenute per 2 a , per 2 6 , e per 2 c , se ne ricave- 
ranno le relazioni semplici ed eleganti che seguono, 
a=icosC'+ccos^ 1 

b'=acoi&C-\-ccosA\ (<?'). 

c=aco&B-\‘bco%A ) 

Le quali a primo aspetto , pare che potessero servire a determinare 
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i lati a, b , 0 per mezzo degli angoli , ina trattate con gli ordinari! 
metodi di eliminazione conducono all’ equazione cos 5 cos 67+003^ 
s=sen5senC, che non contiene più i lati, onde chiara apparisce l' im- 
possibilità di quella ricerca. £ l’indicata relazione fra gli angoli , che 
si cambia in, coiA= — (cos//cosC — seni?scn ^7)=— cos(if-l- C), da 
cui si ricava .^^=i8o® — [B •{■€), esprime la nota proprietà del trian- 
golo che la somma de’ tre angoli è eguale a due retti. 

§. 12 . Le formule (a), (à), (e) offrono la risoluzione algebrica del triangolo 
rettilineo in tutti i casi; ma le {b),{c) non essendo comode pel calcolo logarit- 
mico, bisognerà cercarne delle altre più adattate alla risoluzione numerica. 
Dalle equazioni fondamentali si ha, 

a k^A b senZf 

c »en C ’ c sen C 

le quali uguaglianze aggiunte e sottratte una dall’altra danno 


a-i-b KnA-+-seiiB a — b 


»cnA — sen^ 


e 8 Ca C * e scn C 

e per le formolo generali, sen/>±8eny=2sen-5(/)n:5r)cosf(/):::py) , 
8eaC=2scn|C7coSvf7, (§. 4-, ?)> sarà 

< 1 - 4-4 asen~(A-i-B)cosi(A — B) a — b ^sen~(A — B)cm\(A-hB) 

c 2 sen 5 6'cos 5 C ’ e »Kn~Ccos{C 

Or essendo A-\- B==iSo° — C, ed B)=go'‘ — |C, si ha 

senT(y^+ j?)=cosv C, c cos|-(y^ + i 9 )=sen^ f 7 , e quindi 

a- 4-4 2C08; Ccos\(A — B) ^ a—b 2scn| Cscni(..^ — B) 

c 2cos| C'sen-; C ’ c 2scn-ì-6’cos-5 C 

a-^b' coi\{A — B) 


- , c riducendu 


a-f-5 

cosj — B) \ 

c 

sen j 6' ( 

1 

Q 

Kn{(A — B) 1 

c 

cos ì 6' 1 


(m). 


c coSj(^-4-^) 

PTfì ' 

a — b y^\{A—B) \ 
c sen\{A-i-B) 

Queste relazioni rimarcabili, che corrispondono a quelle di Gauss o di 
Delambre della Trigonometria sferica , potranno essere utili in molte 
circostanze, c divise una per l’altra danno immediatamente 
a—b tani(.^ — B) — B) 


r — — .. ^ si ricava 

fl-4-4 ^Ua\{A-^B) cotiC ’ 

a-^-b: a — b :: tan^(^-f- jP)[=:coti C’J:tani(/^ — ff) 

a 
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cioè, la èomma di due lati ala alla loro differenza come la tangente 
della aemisomma degli angoli oppoali ala alla tangente della acmi- 
differenza degli angoli medesimi. 

Per rendere le formole (o) comode a calcolarsi co’ logaritmi , se 
ne prenda una qualunque e si aggiungano e sottraggano dall’ unità i 
due membri dell’ uguaglianza che esprime ; si avrà 


I +cos^= I 


a* 

%bc ' 


I — COsA=l‘ 


'ibc ’ 


ovvero 


I ^ pi-t-c)* — a* . a* — {b — c)« 

I+COS^= , I COSyJ= —, 

•%bc nbc 


e riflettendo che i +cosy^= 2 cos*v^, i — cos^=2sen*7^ ( §. 7), 
e che la diflcrcnza di due quadrati eguaglia la somma delle loro radici 
moltiplicata per la dificrenza delle stesse , si avrà 

26 c aie 

onde 


SCI 1 f/^ ~l>l" 

nelle quali Ibrmole facendo per brevità a + à+c=jo, e quindi 
b-{-c — a=p — 2a, a'+à — c=p — 2c, ed a + c — b=p — 2Ò , 
si avrà, dopo le convenienti riduzioni 


cos 




iP('iP — a) 
ùc 


x^iJ= f/ià£=^ia£n£J (J,) 

Con un simile procedimento si troverebbero le formolo analoghe per gli 
altri due angoli /f, C del triangolo. 


P-l>)(ì:P-e) 


Biaoluzione de’ triangoli rettangoli. 


5. i 3 . Applichiamo le formole precedenti alla risoluzione de’ triango- 
li. E cominciando da’ triangoli rettangoli, se si faccia l’angolo 90®, 
per questo valore particolare si avrà, seny^=i , e c(^A=c.q\.A=o 
e quindi le formole (o) , (^) , (c) , scegliendo quelle in cui si trova l’an- 
golo A , si cambieranno nelle seguenti , 
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a= > ovvero, sen5= - , sen C= - , 

sen ir scn C a ' a ’ 

COsC=- , COS^=-; 
a a 

C ò 

0 = 7 — col 5 , 0=- — cote, ovvero 
b • c ’ 


fan^=-, fanC'= 7 ; 

c o 

a* . 

o= , e quindi o*=6*+c» 


le quali corrispondono ai quattro teoremi che risolvono il triangolo r«t- 
tangolo in tutti i casi ; 

è eguale al lato opposto diviso 
per l' ipotenusa. 


1 . ® Il seno 

2. ® Il coseno 

La tangente 


* di un angolo obliquo 


è eguale al lato adiacente di- 
viso per I ipotenusa, 
è eguale al lato opposto diviso 
per f adiacente. 

hr" Il quadrato dell ipotenusa è eguale alla somma de’ quadrati 
de’ cateti. 


Qualche volta occorre di calcolare la differeoza fra i* ipotenusa ed un cateto. 
Dal a.o teorema si ha 
d=acosC, e quindi 

a— A=a— ocos C=a( 1 — cosC) , ovvero 
a— 4 s=aaosen*^C. 

Si puh trovare un’altra espressione di questa differenza. In latti 

I t r.\ * 00 » C _ 

a — 0=0(1 — cos C)=o — senC 

SCO C 

e poiché, pel primo teorema, osenC=c, e per le formole generali (§. 4) 

i—cmC , „ 

,r-=lan7l., Sara 

•cnC * 

a — i = ctaniC. 

Le procedenti uguaglianze possono servire a calcolare i valori di sen-JC, tan-^C 
per mezzo de* lati dei triangolo rettangolo. Ma' può anche aversi quello di cos-j poi- 
ché dalla formolo , 
d=aoost 7 si ricava pure , 

a-f-d = o( I +COS t 7 ) = aocos* " ; c dividendo poi sen j C per cos 7 C si ottiene 

* 
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una seconda espressione di tan | C. Sarà quindi 


tea- 


—A 


■Riioluzione de triangoli obliquangoli. 

$. i4- Passando ai triangoli obliquangoli , le formole fondamentali 
{a) danno immediatamente la risoluzione algebrica e numerica del 

I. ** Gaso. Dato un lato a del triangolo e due angoli qualunque, 
A , B , trovare C , b , c. Sarà 

r< o n , j! I Tì\ 1 awn{À-irB) asenC 

6=i8o<’ — (^+5),à = 3 -, c= j — -= 

' ' tea zi ’ tea A tea A 

II. ® Caso. Dati i tre lati a , b , c del triangolo, trovare i tre an- 
goli A , B , C. Le formole (p) e le loro analoghe , risolvono compieta- 
mente il problema. Ed è notabile che questo caso può avere due solu- 
zioni algebriche differenti , poiché le formole (e) danno il coseno di un 
angolo incognito in funzióne de’ tre Iati , e per mezzo delle {p) può ot- 
tenersi il seno j.il coseno della metà dell'angolo stesso espresso per le 
medesime quantità. 

Ma quando occorre di determinare tutti tre gli angoli incogniti, l’ajv 
plicazione successiva delle formolo {p) agli angoli A,B,C riesce troppo 
incomoda ; si potranno allora adoperare le seguenti. 

Si divida l’espressione di scn^^df per quella di cosi/^, e si avrà 

y kp{iP—a) 

E facendo lo stesso per sen^i?, cos^iff, e per sen^C, cos-ì'C, si 
otterranno le altre due formolo 

y ip{ip — à) V \pi.{p — e) 

Dividiamo di nuovo tan^^^ per tan^^, e per tani(7, ed 

avremo con piccole riduzioni 

\ ^n\A {\p — b) \aa\A (j^ — e) 
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oTTcro , introdaccndo le cotangenti mediante la relazione , tan = — , 

coti^ {\p — a)* coli A (ip — a) 

Le formolo da adottarsi a preferenza quando si vogliono tutti i tre an- 
goli saranno dunque , 

. (ir-*) (ir-0 

tua^A—y ip(ip—a) 

§. i5. III.° Caso. Dati due lati a,b, e rantolo compreso G, 
trovare A,B,c. 

I.* Soluzione. Combiniamo le lettere indicanti gli elementi dati 
con ciascuna di quelle che dinotano gli elementi incogniti , e sceglia- 
mo tra le formolo (£) le due ebe contengono rispettivamente le lettere 
abC J,abC B, e tra le formole (e) quella che contiene le lettere 
abC c. Si avrà 

cos(7s=- — cot^senC, da cui, cotji =- — 

a ' ' ascnC; 


cosC=j — cot^senC, da cui, cotjB= 


a—6cosC 

ósenC 


cosC= 


a*-+-6*—e* 


^ab 


, dada quale, c=y a* + b' — zabcosC 


Queste formole danno la risoluzione algebrica del triangolo , ma 

non vi si possono applicare con vantaggio i logaritmi. Proponiamoci di 

modiGcarlc per calcolare comodamente gli clementi A,c. 

Pongasi, acos(7=m, e sarà 

. . b — m , j, asenC 

c(AA= -, avvero, tan^=-r . 

oseat; b — m 

Per introdurre 1* angolo A i^l valore del lato e, riflettiamo che dalla 

supposizione, acosC=sm si ricava, a=^^, ed ascnC=OTtanC, per 

cos C 

cui, lany^=^^^^ , ed wtanC7=(à-— OT)tan.<if. Laonde 


•=K a* + à * — %ab cosà— %/ 

V co«* 6 
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ed essendo 


C08* e 


=sec* C— I + tan* C , sarà , 


c — y~ {b — /»)• + »*• lan*( 7 =?^ (6 — m)'-{-{b — o*)*tan *"7 

=( 6 — m)secA= 

' ' co%A 

Le formole ebe danno i valori degli elementi A,c, saranno dunque 

„ . j, ascnC b — m 

, W=flCOSt 7 , \dXLA=- , C: 

0 — m 


fg. a. 


eoa A 

Le quali sono pregevoli specialmente perchè possono usarsi con uti* 
btà nel caso in cui l’ angolo compreso è grandissimo c quasi uguale a 
due retti , oppure quando uno de' due lati dati è piccolissimo rispetto 
all’ altro. Parlando delle operazioni geodetiche troveremo delle serie adat- 
tate allo stesso oggetto. Giova intanto osservare che questa soluzione cor- 
risponde allo spezzamento del triangolo obliquangolo in due triangoli ret- 
tangoli. Sia ABC iì triangolo da risolversi in cui sono dati i lati BC, CA 
e l’angolo C; abbassando dal vertice ^la perpendicolare BD sulla base 
CA , nel triangolo rettangolo sarà, CZ)=C 5 cos < 7 = a cos 67 = m, 
c BD=a^aC. Qmnix DA=CA — CD=b—m, e nel triangolo ret- 

Finalmcnte dallo stesso 


tangolo BOA si avrà, fan 

DA b — m 


DA b — m 


da cui , c = 


b— 


m 


itiaagoXo BOA si ricaverà, cmA=s-s-^= 

JoA e coaA 

Se in vece di esser dati i lati a , ^jfossero conosciuti i loro logaritmi, 
come avviene quasi sempre ne’ calcoli geodetici, sarebbe preferibile il 
seguente andamento. Si ba già l’equazione 


tan^= 


aaenC 


b CC08 C 


ovvero , tan.^=- 


T*en C 

V 


I — -eoaC 
b 


Si faccia, rsen C 
0 


tan 9 , dinotando con 9 un angolo da determinarsi per 
mezzo di questa relazione , il quale suol chiamarsi aiuolo ausiliario . 
Sarà, 7CosC’=7scnC • = tan 9 col C , c quindi 


b 

iaaA— 


b 
tan<p 


scn C 

SCI! 


I — ian<(> col C cos <p 


<I> «cnCco»<p — icnfcosC . sencpscnC. 

“ " icnCcoif ’ ° sen(C — 9) 
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Ottenato in tal modo l’angolo A , il terzo lato e si determinerà per 
mezzo delle equazioni fondamentali. Le formole che risolvono il trian- 
golo saranno dunque , 

. a „ , . sen®senC asen C 

tan®=-:senL, tan.tf = — — r, c= 

b 8cn(C — <(i) kixA 

Da molti anni facciamo uso di queste formole quasi esclusivamente 
per rìsolrcrc il triangolo con due lati e l’ angolo compreso avendole tro- 
vate comode nella pratica. 

E per accennare come posano ottenersi per mezzo di considerazioni 
geometriche , si conducano BE parallela, ed A E perpendicolare ad AC, 
e si unisca CE. L’ angolo ECA risulterà eguale a ^ , perchè tan EGA 


= ; e nel triangolo BEC, essendo 


sarà, BEz 


AC ò 

asen(t7 — cp) 


BE len BCE 
BC seaBEC ’ 


, , . BD BD senCscn^ 

, e qmndi, tan^ ^ < 


»cn9 ' ' ' DA BE sen(C-— <p) 

In Gne , se volesse determinarsi direttamente il terzo lato c , la for- 
molo e-=y' a' -^b' — zabeo^C essendo molto incomoda pel calcolo loga- 
ritmico, si potrà modiGcare come segue per mezzo di un angolo ausiliario. 
Sostituiscasi a cosf7 l’espressione equivalente i — ascn'^C, e si avrà 
c*=(a — bY-\-^ab6ca*\C 
=(a — b)* — J(a— i)*— (a-f-i)*|sen*Y(7 

=cos*ìC+0^^^ sen'^C. 

Si faccia, seni (7= così CcotO, e sarà ’ 

p- = cos*ìc7 (I -t-cot*o) = — , 

(a— 4)« • \ I / > 

C 


, COSi 


ed estraendo la radice quadratasi avrà, c={a—6) . 

Le formole che servono a calcolare il lato c saranno dunque 

w 
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dove è notabile che l’ angolo ausiliario 6 corrisponde alla scmidilTerenza 
degli angoli incogniti A,B, siccome apparisce dal teorema (n) ; di- 
modoché queste due ultime equazioni potevano dedursi immediatamente 
dalle formolo («),(m) del §. 12. Esse sono forse le più semplici trovate 
sinora per determinare il terzo lato e, ed hanno inoltre il vantaggio di 
risolvere completamente questo caso , poiché per mezzo dell’ angolo 
— B) si hanno subito i due angoli A,B, come qui appresso. 
§. 16. 2.* Soluzione. Dalla proporzione (n) si ricava 

lan-(^ — l= ”‘~f -cot^C', che servirà a calcolare l’arco ì (yf — B)\ 

conoscendosi poi l’angolo C, e quindi r8 o®— sarà nolo 
anche i{J+B) , e de’ due angoli A,B ì\ maggiore A si otterrà ag- 
giungendo la semisomma alla ^.emidiflerenza, ed il minore togliendo que- 
sta da quella. Sarà cioè , 

A=i{A+B) + i{A—B),B^^{A+B)—l{A-^B). 
n terzo lato c si calcolerà per mezzo delle formole fondamentali , o 
molto più brevemente con la formala trovata di sopra , 


e— {a — 6) 


cùs^C 
— B) ’ 


e cosi quest’ antica soluzione del triangolo rettilineo con due lati e l’an- 
golo compreso si cambia in quella data dalle formole (r) del §. prece- 
dente , divenendo più semplice. 

Ma qui ancora , se in vece di esser conosciuti i lati fossero noti i 
loro logaritmi , converrebbe meglio la seguente modiflcazionc. Abbiamo 


iani(A — B) =- — ^ cot i C= cot |C. E ponendo j = tan ^ , sarà 

J-4-I 

\an\iA — j5)=^^^-^^colTC'=tan(^ — 45")cotjC' (§. 5). 

Per determinare la scmidiflcrcnza ^{A — B) de’ due angoli incogniti, 
si applicheranno dunque le due formole , 

tati9==f , tanT(y/-— 5) = tan(9— 4.5®)cotì(7; e dopo aver ottenuto 
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gli angoli A^B nel modo indicato , il terzo Iato c si calcolerà con la 

, , «len C 

formola ;• . 

ktìA 

§. 17. lY. Gaso. Dati due lati a,b 0 / angolo A opposto ad uno 
di essi, trovare B,C,c. 

La scelta delle formole che risolvono il problema si regolerà come nel 
caso precedente combinando le lettere indicanti gli elementi dati con 
ciascuna di quelle che dinotano gli elementi incogniti. H primo sistema 
di formole (a) darà fra le lettere obA B l’ equazione, 

scn . Il 2.® sistema (b) darà fra le lettere ab A C l’ altra, 

a 


(X)sC=- — cot.r^8en {7 ; ed il 3 .® sistema io) darà fra le lettere cAA o 
a 

r ultima , 


coaA~ 


— n« 

2óe 


le quali dimostrano che in questo caso ognuno degli clementi in- 
cogniti B , C , e può avere , in generale , due valori. Primiera- 
mente l’angolo B, essendo determinato per mezzo di un seno, può essere 
acuto ed ottuso, poiché si sa che un angolo qualunque ed il suo supple- ^ 
mento hanno lo stesso seno col medesimo segno ; inoltre se nella secon- 
da equazione si sostituisca a scn C il radicale i — cos® C, essa mon- 
terà al secondo grado , e darà anche due valori per cos f 7 ; ed in fine 
la terza equazione ò completa di a.® grado rispetto al lato incogm'to c. 
Risolvendo queste due ultime equazioni si avranno le espressioni degli 
clementi C,c in funzione de’ dati che, insieme all’espressione ottenuta 
per sen^, danno la risoluzione algebrica del triangolo. Ma le formole 
cui si perviene sono molto complicate , onde è preferibile nel caso al- ' ‘ 
tuale l’applicazione delle equazioni fondamentali anche alla determi- 
nazione degli elementi C,c ; sarà cosi 


C= 180" 


— {A + B) , cz= 


aseo C 
sen A 


3 
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È notabile che volendo nel determinare C ,e evitare la risoluzione delle indi- 
cate due equazioni complete di secondo grado, si ricade nell* uso delle formolo fon» 
damentali ; mostriamolo. L’ equazione in cui si cerca C può mettersi sotto la forma , 

_ . „ i ctaCsenJ-i-cosJacrìC 6 . , 

cosC-t-col.</8en<7=- , ovvero ^ =- , cioè 

a acaJ a 

sen(j^-i- C)=^ scn.,^, che servirà a trovare direttamente l’angolo C per mezzo 
degli elementi dati ; poiché si cercherà nelle tavole un arco K il cui seno sia uguale a 
^ieaA, e sottrattone l’angolo dato jÌ , si otterrà per resto l’angolo C. E siccome 
allo stesso seno può corrispondere anche l’arco i6o^ — K, così l’angolo C avrà 
due valori cioè, e i8o* — JT—.<^. Riflettendo inoltre che, -sen^=scnf, 

A 

la formola precedente si cambia in sen(./^-t-C) = senil, ciò che altronde era noto 
per la terza equazione fondamentale, dalla quale si ricava ..^-t-C=i8o<> — B, e 
t7=(i8o"— . 1 ^. Questa relazione dimostra pure che l’arco K, che serve a determi- 
nnre 1’ angolo f7nel modo qui sopra indicato, non è altro se non il supplemento di B. 

Rispetto al lato c, riprendiamo l’equazione cot ^ — — , ed eliminan- 

Hoc 

done il lato b , con sostituirvi il valore » dedotto dall’ equazione prece- 

dente , si avrà , 

ìàacKn{j4-{-C)cM/t o»sen>(.!f-t-C) 


sen.^ 


tea^J 


■+-C* — a*, ovvero 


o>r(scn*.rf— sen>(,rf-l-C)] aocsen(^-l-C) 

— i — ! — iJssc» — — -eosJ. 

sen> A tea A 

Or poiché in generale, 8en*ar—sen*ys=sen*jcos*y — scn*yoos*x,(§. i) applican- 
do questa formola al nostro caso, incaìx=zjé,tf = A-hC, sarà dopo qualche riduzione, 

, . yy. a-‘xif‘{A-J(-C)cot^A 2 oesm(A-i-C)cosA 

a* eoa* ( irf-t- C) = ^ ^ ^ ’ t-c« 

' scn>/# scn./ 

rd estraendo la radice da ambi i membri si avrà , 

, da cui si ricaverà 


V scaA 




sen( J-(-C)co9// 

4-cos 




= a 


scn.^ 

_ icn{A-\-C)cosA'^KnAcoii{A-\-C) 
teaj 

I atenC 
xnA 

asen(a.<4-C) 

scn^ 


e finalmente 
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Quest’ ultima equazione alla quale siamo pervenuti non è se non l’ equazione 
fondamentale in cui l’ analisi ha posta iu evidenza l’ ambiguità inerente al problema. 
Vedremo or ora il significato geometrico della doppia espressione di c , che serve , 
insieme con quella trovala qui sopra per l’ angolo C , a risolvere completamente il 
4.0 caso , quando v’ ha due soluzioni. 

i8. Rimane ora a disculorsi l’ ambiguità che si manifosla nelle for- 
mule. Risolviamo l’ equazione di 2 .® grado che dclermina dircUamenfe 
il terzo lato c , cd avremo 

c' — zbccosA~a* — à*, da cui 
e=òcos — à*(i — cos'A), ovvero 
c—bcosAzìzV a* — à*sen*.(^. 

Sarà facile costruire questo doppio valore di c. Si faccia un angolo 
CAN eguale al dato angolo A del triangolo , e si prenda CA eguale j 
al lato dato b. Indi col ccolro C ed un intervallo CB eguale all’ altro 
lato a si descriva una circonferenza di cerchio mn la quale , general- 
mente parlando , taglierà la retta AN ne’ due punii B, B' ; dico che 
le rette AB,AB‘ cosi dclerminatc corrispondono ai due valori analitici 
del lato incognito e. Imperciocché , unendo le rette CB, CB' ed ahha.v 
sando la pcr{)cndicolarc CD, che dividerà in parli eguali la corda BB' 
del cerchio , il triangolo rettangolo ACD in cui l’ ipotcnusa è eguale 
a à, e l’angolo CAD=.A , darà CZ>=àsen.<^, AD—bc.o'iA', c nel- 
r altro triangolo rettangolo BCD essendo 
BD—V {BCy — {CDY , sarà 

BD — 1^ a* — b' scn* A. Si sostituiscano nel doppio valore di e le quan- 
tità geometriche alle espressioni analitiche corrispondenti , c si avrà 
c= AD-±lBD, ovvero 
iAD-\-DB'—AB' 

.^~~\ad—bd==ab. 

Questi due valori del lato c cui corrispondono i due triangoli ACB, 

ACB' , indicano che il problema può esser risoluto in due modi, vale 
a dire , con gli slessi elementi dati a , h , A possono formarsi due tri- 
angoli differenti ACU , ACB'. 


* 
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Da' medesimi due triangoli sì rìeaTajut per e le due espressioni trovate nel pre> 
cedente ; poiché il triangolo ABC pel teorema fondamentale di immediatamente , 
BCttaJCB 


AB^- 


AB' . 


sen CAB 
CB'xnACff 
tenCAB' 


ovvero . 




ossia AB'^ 


aeaA 
aseoACB' 
icnA 


e dal triangolo ACB' si ricava , 


ed essendo sen^CA'=:8en( 180° — ACB') = ien(CAB'-i^CB'A) 
=soa{CAB'-i-CBB')=sea(CAB'-{-CAB-i-C)=»m{^ A-*-C) , si ha in fine, 

AB* espressioni dì AB, e di si scambierebbero una nel* 

r altra se in vece d* indicare con C l’ angolo ACB si dinotale con questa lettera 
r angolo ACB* 

Bla in molti casi particolari le dm soluzioni si riducono ad una 
sola , e qualche volta non ve n’è alcuna, ossia il problema è impossibile. 
19. Riprendiamo l’espressione 

v=ibca&A:nyn* — b*scn*A e supponiamo a^b , avremo 
c=.bcxsAdz.y^ b* — b'sRu* A—bca&AdszV b*{i — sen*^) 

= A cos ^ d C08 ^ =ss j ^ 

{zero 

dun<|ue allorché a=b, mui delle dm soluzioni svanisce. 

Facciamo inoltre, o>A; ed allora il radicale — b'^o'A sarà 

maggiore di b* — A’sen*^^, ossia maggiore di Acos>^, e per con- 
seguenza i due valori di e saranno uno positivo e l’altro negativo. Di 
quest’ ultimo non deve tenersi conto , perchè mila Trigonometria si 
cerea il valore assoluto degli elementi del triangolo e non già la 
loro posiziom, e quindi un lato o un angolo non può risultare mai 
negativo {*). Dunque «e a>b vi sarà una soluzione soltanto. 

In terzo luogo supponendo A'^^o" , sarà cos^ negativo, per cui la 
prima parte bcosA del valore di c essendo negativa, questo lato avrà 


(*) Ueometricamentc parlando questo IV caso ammette sempre due soluzioni, per- 
chè il cerchio descritto col raggio eguale al lato a interseca il lento lato c in due 
punti , e sotto tale aspetto sarebbe oziosa qualunque discussione ; ma la Trigooo- 
raetria considera per doppit soluzioni quello sollauto nelle quali con gli stessi ideo- 
ilei elementi dati possono costruirsi due diversi triangoli , escludendo qualunque 
euunciazioue più generale che potesse darsi «J problema. 
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Mmpre un valore negativo, qualunque sia la grandezza del radicale 
— b'fXttn* A ; vi sarà dtwque una sola soluzione. Questa suppo- 
sizione rientra nella precedente , poiché se A b ottuso , a dev’ essere 
necessariamente maggiore di ò. 

In fine, se il radicale V a* — ù'sca'A svanisce, o diviene imma- 
ginario , r espressione di c risulta di primo grado , o immaginaria. 
Svanisce il radicale quando a=^6seaA, e diviene immaginario quan- 
do a-^òseaA ì laonde se, a—6mnA, vi sarà una soluzione sol- 
ionio e si avrà c=bce&A, e se a.^b%ea.A ^ il problema sarà im- 
possibile, o sia i dati saranno assurdi, cioè non potranno i due 
lati dati e l’angolo dato appartenere ad un triangolo rettilineo. 

20 . La costruzione del triangolo con due lati e l’angolo opposto 
eseguita nelle varie circostanze de’ dati qui sopra considerate , iarà co- 
noscere il significato geometrico delle regole precedenti. Nella supposi- 
zione di a=:d, se col centro C ed intervallo CA=sb si descriva la Jig.3. 
circonferenza di cerchio m'n' , questa dovrà passare pel punto A , e 
quindi , de’ due triangoli ACB, ACB' che in generale si formano colla 
doppia intersezione della circonferenza con la retta AN , il triangolo 
ACB si annullerà , e resterà come unica soluzione il triangolo ACB". 

Supponendo a"^b , l’ obliqua CB"' eguale ad n e maggiore di b , 
allontanandosi dalla perpendicolare più del lato AC=sib , le due inter- 
sezioni della circonferenza descritta col raggio CB"‘ cadranno in H ed 
in ff" , una a sinistra e l’ altra a dritta del punto A. Si formeranno 
in qu^to caso due triangoli , CAH, CAB'" , ma il primo contenendo 
r angolo in A diverso dal dato non dovrà ammeUersi , e rimarrà per 
unica soluzione il triangolo CAB"'. É chiaro che lo stesso avverrebbe 
se l’angolo dato A fosse ottuso. 

Per ultimo se il lato a eguaglia la perpendicolare CD abbassata dal 
punto C sul lato opposto AN j l’ intersezione ddla circonferenza di ' 
cerchio con questo lato si cambierà in contatto , ed il triangolo propo- 
sto sarà rettangolo io B. Questa gupposiziono corrisponde a quella di 
a^bseuA considerata di sopra, per essere bseiìA l’ espressione della 
perpendicolare. Se poi il lato a fosse , come CK , minore anche della 
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perpendicolare, ossia di òsea^^, non vi sarebbe nè intersezione nè con- 
tatto , e quindi co’ dati a,b , A non si potrebbe formare un triangolo ; 
cioè in questa ipotesi i dati sarebbero assurdi. É notabile che quest’ul- 
timo criterio di assurdità si può ricavare anche dalle equazioni fonda- 


mentali. Dalle medesime si ha, 8 enj 9 =^^^^, e non potendo sen^ esser 
maggiore del raggio , i dati saranno assurdi se si veriGcherà sen i , 


ovvero — i , yale a dire , bsexiA'> a. 
a 

21. Le condizioni necessarie affinchè ne’ tre primi casi i dati non 
siano assurdi sono le seguenti. 

Nel i.° caso il lato e i due angoli dati possono essere qualunque 
purché la somma di questi ultimi sia minore di 180°. 


Nel 2.“ caso si ha, cos^=-^-^Ì^^t — — , e dovendo l’angolo A es- 

sere maggiore di zero e minore di* 180®, il suo coseno sarà compreso 
fra i limiti re — i , che non potrà mai raggiungere; sarà dunque 


A*-4-c* — «■ ^ A*-+-c*— o*^ 


^bc 


Da queste due disuguaglianze si ricava , 

— o*<| 25 e, e + — 2ic, ovvero 

+ 2 3 <?>-o*, e passando alle radici 

±(à — £?)<« , ovvero 

+ quindi, allorché sono dati i tre lati, 

uno qualunque di essi deve essere sempre minore della somma de- 
yU altri due , ciò che era noto altronde dalla Geometria. 

Nel 3 .® caso i dati possono essere qualsivogliano , poiché con due 
lati di qualunque lunghezza , ed un angolo compreso di qualunque 
grandezza si potrà sempre formare il trbngolo. 

Questa verità apparisce ancora dalle formale che risolvono questo 
caso (J. i 5 ), poiché le cotangenti che determinano gli angoli inco- 
gniti A^B p ossono avere qualun que valore positivo o negativo, ed 
il radicale a* b* — 2 ab cos C , che serve a calcolare il lato e non 
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può mai divenire immaginario, come si scorge sostituendo a cos d’espres- 
sione equivalente i — 2 sen*fC', p er cui il radicale prende la forma , 
— zab-\r ovvero 

rra -b)'-\‘Ii.absea'ìC. 

Espressioni varie delt area di un triangolo rettilineo. 


22 . La superficie di un triangolo rettilineo qualunque ABC si ot- Jtg. a. 
tiene moltiplicando la base AC per la metà dell’ altezza BD , ma dal 
triangolo rettangolo CBD si ha, BD=axnC dunque, chiamando S 
r area del triangolo sarà , 
iy=^c^scn C. 

Così potrà calcolarsi la superficie del triangolo con due Iati c l’an- 
golo compreso. Volendo esprimerla per mezzo di un lato c di due an- 


goli , bisognerà sostituire in luogo di b il suo valore 


aienB 
tua A 


dedotto dalle 


avenB 


formolo fondamentali, ossia f equivalente — , e si avrà, 

p a* sen Bica C 

’ sen(tf-+-C)* 

Potrebbe ancora porsi in luogo di 6 , e sen ( + 5) in vece 


di sen C , e si avrebbe , 



sen Zf sen ( A-h 
icnA 


Finalmente è facilissimo dedurre dalla prima formola l’espressione 
conosciuta della supcrCcic del triangolo in funzione de’ tre lati. Poiché 
essendo senC= 2 senì Ccos^C (5-4)» se si sostituiscano a sen-ì-C, 
coSfC le fomiolc analoghe alle (p) del J. i2 si avrà. 


S=J^-’p(lp — a)({rp~b)(ip — c). 



,/rP(T/> — c) 

' ai 1 

V ab 


ovvero 
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CAPO ni. 


PHiHOpn asKouu peb la kisoluzioite Ds'nuAROOLi spznia. 

t 

Formale che danno un elemento qucdunque del triangolo 
espresso per altri tre. 

23. La Trigonometria sferica ha per oggetto la risoluzione dei 
- triangoli sferici , che può distinguersi in algebrica c numerica, sic* 
come si è detto di sopra ($. 9). 

Ne’ triangoli sferici , a differenza de’ rettilinei , non si considera la 
lunghezza assoluta de’ lati ma soltanto il numero di gradi che contengo* 
no, cioè il loro rapporto con la circonferenza di un cerchio massimo della 
sfera. Per la qual cosa la grandezza del raggio della sfera sulla quale 
sono disegnati i triangoli può Tariare a piacere , senza che il valore 
de’ loro elementi soffra alcuna alterazione ; e per comodità di calcolo 
potrà prendersi eguale a quello delle tavole , ossia all’ unità. Per que* 
sta medesima ragione il triangolo sferico può risolversi anch%' quando 
fra i tre elementi dati non vi sia alcun lato , come si vedrà fra poco. 
fg. 4 . Ciò premesso , sia ABC un triangolo sferico qualunque ; 0 il centro 
della sfora cui appartiene. Si conduca per lo punto A un piano tangente 
' la superficie sferica, ed in esso siano segnate le rette AD,AE\axìg<ea\x agli 
archi AB, AC. Si unisca il centro 0 della sfera co’ vertici del triangolo 
c si prolunghino i raggi OB, OCsmo ad incontrare in D,E \q tangenti; 
si conduca la DE. Siano indicati gli angoli del triangolo sferico con 
le lettere A,B,C , ed i lati opposti con le lettere minuscole a,b,c. 
Supponendo il raggio della sfera eguale all’ unità, sarà evidentemente, 
AD=:\jmAB=ìmc , OZ?=secc 
.^^=tan^C'=tanà , OE=sccb. 

Il triangolo E AD, di cui l’angolo darà, per la proprietà 

del triangolo rettilineo dimostrata al §. 11 , 

{DE)' ^^{AE)' -ir {AD)' — aAExADcosA , 
ed il triangolo ODE, di cui l’angolo 0=BC=a , darà similmente 
{DE)'={ OE)' + ( OD)' — aOEx ODcasa. 
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Sottraendo la prima dalla seconda di queste due equazioni si avrà 
o s= {OE)* — {OD)* — {yiD)* — * OEx ODcota-\-iJExADcM A , 

ovvero 

ossee* 4 — lan*i- 4 -sec*c— tan*c — ssccisocccosa + atanitauccos^ 
ma, in generale, sec* — tan*=i ( 5. 2), dunque 
0= i -f- 1 — 2secAsececosa+ 2 lanàtanecosy/. 

Dividendo per 2 ed esprimendo le secanti e le tangenti per seni e 
coseni sarà , 


0=1 


cos^f= 


cesa , s«t4sene . j ■ n 

— j cosyf; ed m fine 

cosocosc cose cose 

coso — cos4cose , . 

7 (i). 

senoscnc ' ' 


$. a4>. Questa dimostraxione sempticissima dei teorema fondamentale della Trigo* s. 
nometria sferica è del Signor de Gua , ed è stata poi adottata dal celebre Lagrange 
e da altri insigni geometri ne’ loro trattati di Trigonometria. Ma a primo aspetto essa 
sembra non potersi applicare a tutti i casi, poiché la costrusionc da cui dipende 
esige che i due Iati 4,c siano minori di un quadrante, altrimenti il raffio prolun- 
gato o non incontra la tangente, o rincontra dalia parte opposta. Sarà facile però 
mostrare che la formoU (i) è esatta in qualunque ipotesi. 

Se il triangolo ABC avesse un lato AB=qo*, compito il triangolo birettangolo 
ABD , la costruzione del Signor de Gua potrebbe applicarsi all’ angolo D del trian- 
golo BCD, in cui il lato BC=a, CD=qo’> — 6 , BDs=A, e l’angolo Z?=yo»; 
e per questi valori particolari si avrebbe cosa=ccos^sen4, la quale uguaglianza si 
ottiene appunto dalla formoU (i) in cui si faccia c=sgo*. 

Se oltre ad essere ^2f=go°, si verifìcasso l’angolo BAC eguale o maggiore di 
90 ° , nella prima supposizione il triangolo sarebbe birettangolo , e nella seconda , . 
si potrebbe in vece del triangolo proposto ABC considerare il suo complemento al 
fuso sferico BA6 , cioè il triangolo C'A6 che si troverebbe nello stesse circostanze 
del triangolo ABC esaminato poc’ anzi. 

Se ciascuno de’ due lati AB, AC tosse di go°, il triangolo sarobbe birettangolo, 
e ti sa che allora il terzo angolo A h misurato dal lato opposto a. Questa mede- 
sima conseguenza si deduce dalla formola (i) , poiché ponendo in essa 4sc=:go* 
si ottiene cosA=cosa. 

Verificandosi un lato ABs=^* ed un lato AC" > go”, la costruzione del de Gua 
potrebbe applicarsi al triangolo BDC" rettangolo in D. 

Nel caso poi che un lato AB' fosse > go® 0 l’ altro AC fosse < 90 ®, compito il 

4 
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fifi- f- 


fuM Bferioo B'Àb' , la costruiione potrebbe applicarsi all'angolo del triangolo com- 
plemento CAb' ; ed in fine se ambedue i lati AB' , AC" fossero maggiori di go° , 
dovrebbe considerarsi il triangolo B'C'A' complemento del proposto AB'C" al fuso 
sferico AA'. In tutte queste supposizioni il triangolo sul quale si esegue la costru- 
zione giustifica sempre l’esattezza della formola (i). 

liO costruzioni geometriche dalle quali Eulero^ Legendrt, Lacroix ed altri desu- 
mono lo stesso teorema fondamentale vanno soggette a simili difficoltà, o esigono par- 
ticolari avvertenze nelle diverse circostanze do* dati. Ma dai principii generali della 
geometria analitica dovendo ricavarsi una dimostrazione indipendente da qualunque 
costruzione geometrica , abbiamo trovata la seguente abbastanza semplice, che qui 
riportiamo, principalmente per mostrare a’ giovani la coincidenza de’ diversi metodi. 

Rappresenti ABC il triangolo sferico, tA ABCO l’angolo triedro al centro della 
sfera , il quale , come è noto , contiene gli stessi clementi del triangolo. Scegliamo 
il punto 0 per origine delle coordinate , la retta OA per asse delle a; , ed il piano 
BOA per quello delle zx. Le equazioni delle tre rette Ofi ,OM,OX, lati dell’an- 
golo triedro, saranno rispettivamente 

x=s»z,y=/3s; x=»'s,y=o; ys=o,z=:o 
B l’equazione del piano NOX sari , ovvero , y— |3sso. 

Ciò posto , cerchiamo di determinare l’ angolo che il piano IVOX, fa col piano 
zx per mezzo degli angoli che le tre rette OJV ,OM,OX fanno tra loro. E poiché 
il coseno dell’ angolo che un piano qualunque .<^-t-.0y-f-Cx-i-Z)^o fa col piano zx 

B 

ò esnresso da cosf* = : il coseno dell’ annoio che una retta mialunirae. 

II* 

x = »ZiV— ligfacoH’assodellexèespresso da coscig— - — * ■ ^ e finalmente il 

coseno dell’ angolo che due rette quaisivogIianox=az,y=|33; u?s3'2,y=y3'2{anno 
tra loro è espresso da cosg* = — ; applicando queste formolo 

al nostro caso in cui, relativamente al piano jVOJT si hanno ^ ,B=i ,Cxso , 

c rispetto alle rette OM,ON si verifica, ^' = o, si avranno le seguenti equazioni 

cos ^ =iCO*A— ■ • 

1/ 1 

cos IVOX = cosà = * — ,, 

cos MOX = cos c = — * , 

|/ 1 - 4 -*'* 

Itti \r I - 4 -**' 

oos MUi\ = cos a= — — ■■ — . 
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Eliminando lira qnc«te quattro equazioni le quantità , dovremo ottenere una 

relazione Ira gli elementi del triangolo sferico 

La 3.* equazione presenta l’espressione del coseno per la cotangente ( §. a ) , per 
cui se ne ricava, a' scote , e la a.* equazione elevata a quadrato dà 
cos* ó( I -!-*•) -t-^*cos*àc=:»* , e quiudi 

• I — »* , onde 


/»• = 


co*>à 


cos>i) , 

i-h 3 * = — ^ -, =»*tan*o, da cui 

cue >6 ' 


«scotàl^ ; 

Ma in virtù della i.» equazione, dunque, 

Moltiplichiamo inoltre la a.* equazione per la 3>, ed avremo, 


cos6cosc = 
ootbeote 


I 


, o quindi anche 


Sommando queste due ultime equazioni , il secondo membro dell’ uguaglianza che 
ne emerge riuscirà identico al secondo membro dell’ equazione 4-' per coi si avrà 
, omìcosc 

eosocosc-i ; — scosa 

aaf 

e sostituendo ad s,»' i loro valori trovati qnl sopra sarà , 

, OOSàCMCCOt^ , 

coBocosc-t- ; scosa, e riducendo 

ootàoote 

cosàcosc+scnàseuccos^scosa , ovvero 
cosa — cosicoso 




(«)■ 


tenàsme 

$. 25. Se a ciascuno de’ rimanenti angoli B,C del triangolo sferico 
jfBC si applicherà un ragionamento analogo a quello del §. 23 rela- 
tivo all' angolo , si otterranno le altre due equazioni 


cos^= 


cosà — cosacosc 


cosC— 


sena sene 
cose —cosa cosà 


( 2 ) 

( 3 ) 


sen a sen à 

le quali possono anche ricavarsi immediatamente dalla' equazione (i) mu- 
tando ^ in B , ovvero in C , e scambiando nello stesso tempo fra loro, 
le lettere a,ò , ovvero le a , c. 

« 
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Le equazioni (i) , (2) , ( 3 ) dedotte da un princìpio unico , contengono 
tutti ì sei elementi del triangolo sferico, e potranno servire a risolvere 
completamente il problema generale della Trigonometria sfèrica , doli 
ire (qualunque de' sei elemenii di un triangolo, determinare gli altri 
tre; poiché considerati questi ultimi come tre incognite, i loro valori 
sono sempre determinati per mezzo di tre equazioni. Non si tratta se 
non che di eseguire l’ eliminazione, la quale potrà effettuarsi come segue. 

26. Prendiamo due delle equazioni fondamentali ; per esempio , 


vmA- 


cosrt — cos^cose 


, C08 i?= 


cosi — cosacose 


sen^senc ' scuasciic 

ed osserveremo che esse contengono cinque clementi del triangolo sfe* 
rieo , doé i tre lati e due angoli , per cui , volendo dedurne una rela- 
zione fra duo angoli A,B , c i due lati opposti a,à , bisognerà com- 
binarle in modo da farne sparire il terzo lato e. 

Si cerchi di ottenere dalla prima il valore di sen*.<^, ed a tal fine 
sì elevino a quadrato i due membri e si sottraggano dall’unità. Si avrà 


I — COS*y^=I 

sen* A== 


co»* a — flcosocosi cosc-<-cos* 6cos*e 


ovvero 


*cn*à8cn*c ’ 

BeD*à$en*e — cos*a-+-acosaco*àcosc — oos* Aco**c 


sen* àsen*c 


Nel numeratore della frazione si sostituisca a sen* à sen* e il prodotto 
equivalente (i — cos*à) (i — cos*c) e si dividano i due membri del- 
r equazione per sen* a ; sviluppando e riduccndo si otterrà , 
sen* yi I — cos'a — cos*A — cos*c-t- a cosa cosi cose 

sen* « sen* a sen* sen* c 

Eseguite le stesse operazioni sulla seconda equazione , si avrà 


sen* B I — cos* « — cos* A — cos* c -+- 2 cosa cosi coso 
sen* A sen’ o sen* A sen* c 

E poiché i secondi membri di queste due ultime equazioni sono identici, 

i primi ])olraiino eguagliarsi ; sarà cioè 

sen* .4 sen* B , 

= r, onde 

sen’o sen* A 
scn.,^ senB 
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la (piale ugaagUaaza , che ncm contiene più il iato c è la relazione do- 
mandata fra due angoli del triangolo sferico e due lati ad essi opposti. 
Per mezzo delle formolo (i) e (3) si dimostrerà similmente , 
senA seaC 


tea a 


sene 


.( 5 ) 


e dalle (4) e (5) si dedurrà subito 


sen B sen C 


.( 6 ) 


sen b sen c 

ma le formole (3), ( 6 ) potevano anche ricavarsi dalia (4) mutando 
r angolo ^ in C ed il iato à ia e , o pure l’ angolo A ia C eà \\ 
lato a in e. 

Le e<piazioni (4) , (5) , ( 6 ) dim(»trano che , in ogni triangolo Perico 
i geni degli angoli stanno fra loro come i seni de lati opposti. 

27 . Cerchiamo inoltre una relazione fra gli elementi A,B,a,e -, 
per ottenerla dalie equazumi ( 1 ) e (a), si dovrà eliminarne il lato b. Sarà 
cos a — cos j^sen j sen e 


cosà: 


cose 


cosà=cos^senasenc-l-cosacosc , onde 

CO 8 i?sen o sen cco 8 c-|-co 8 ocos*c= coso — cos.<^seaàsen<? 

cos iffseno sen c cos c= ( i-—C08*c) coso — cos./^8cnàsenc. 

Ridettendo che i — cos*c=scn*c, c dividendo tutto per sene, sarà 
cos ^sen o co 8 c= sen (; coso — cosy^senà , 

e sostituendo a sen à il suo valore dall’equazione ( 4 ) , si avrà 

sen a sen £ 


cos^senacoscssscnccosa — co&A- 


tea A 


ed in fine dividendo per seno , 

cos^co 8 c=cotasene — coiAseaB ( 7 ). 

Se con un simile procedimento elimineremo il lato o in vece del iato b 
dalle equazioni (i),( 2 ), avremo 

co 8 y^cosc=cotàsene — co\.BsinìA ( 8 ). 

Allo stesso modo eliminando successivamente i iati b , e c dalle equa- 
zioni ( 2 ) , (3) , si avranno le altre due relarioni , 
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cos:ffcosa=coteseaa — cotCsea^ff (9) 

cosCco 8 a=cot£seaa — cot 5 sen 67 (io). 

Ed in Gac eliminando il lato a , o il lato c dalle equazioni (x) , ( 3 ) si 
aYranno le ultime due relazioni analoghe alle precedenti , 

co8y^cosA=cotesen4 — cotCsen.^ ( 11 ) 

cosCcosA = cotosen 4 — coly^senC (12). 

Ciascuna delle equazioni (7), (8) (12) esprime «n« relazione fra 

due angoli del triangolo e due lati uno opposto e t altro adiacente (*). 

28. Cerchisi finalmente una relazione fra i tre angoli ed un lato 

del triangolo, ed a tale oggetto dalle equazioni (7) , (8) (12), 

se ne scelgano due che contengano lo stesso angolo nel primo mem- 
bro ; per esempio le (7) , (9) , 

cos^cos c = cot a scn c — oo\A seaB-, casBcos a = cot e sen a — oot C seni!. 
Siccome in queste si trotano le cinque lettere A, B,C ,a,e chiaro che 
bisognerà eliminarne uno de’ lati ; ehminiamo c. Si pongano in luogo 
delle cotangenti le loro equivalenti espressioni in seni e coseni, e moltipli- 
cando la prima equazione per sen y/ , e la seconda per scn C, si avrà , 

r, M cosascntfsen^ . _ 

cos cos <?sen A— cos sen B , 

sena 

,, ^ coscsenascn C „ _ 

t»sZ»co3a8enG = cososcntf ; 

sene 


(*) L’ equazione (7) è , fra quelle che presenta la Trigonometrìa sferica , una 
delle meno facili a ritenersi a memoria. Per riuscirvi bisogna riflettere un poco sulla 
sua composizione , e la seguente analisi potrebbe essere utile all’ oggetto. Il primo 
membro dell’ equazione ò formato dal prodotto di due coseni , cioè di un angolo e 
di un lato che non si oppongono uno all’altro. Il secondo membro è la differenza 
di due prodotti ciascuno de’ quali di una cotangente per un seno ; il prodotto posi* 
(ivo contiene due lati ed il negativo due angoli. La cotangente del 1 .° ]ffodotto ap- 
partiene al lato, del triangolo che insieme con quello che trovasi nel primo membro 
deli’ equazione comprende l’angolo dello stesso primo membro; ed il seno dell’ in- 
dicato prodotto appartiene al lato scritto nel primo membro. La cotangente del 
prodotto è di un angolo che nel triangolo si oppone al Iato di cui si è presa la co- 
tangente nel i.“ prodotto, ed il seno appartiene all’angolo notato nel primo mem- 
bro. Così potranno con facilità formarsi le equazioni analoghe alla (7). 
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,, . tuaetmji $enatenC . , 

ma per 1 equazione (5), =seaC, e =sen^, dunque 

8611 fl 86Q C 

cos^cosc 8 cny^=cosasen C — cos^seniffi 

cos^cososen (7=0080 sen^ — cosCsen^i ' 

Prendendo da queste due equazioni i Talori di coso ed eguagliandoli , 
si avrà 

cosatene— co» ^ten 27 co»ifeo»o»en e-t-coiCscni? , 

— 5S3isri — = 

cososenC — cos^sen ^=cos* i7co8a8eo(7+cos(7sen BcosB , 
cosasen(7 ( i— -co8*5)=co8yfsenZ?+co8Csenj5co8Ì?; 
sostituendo sen*5 ad i — co&* B e dividendo per sen^, si avrà 
cosaseai?8en(7=cos^+c<»^co8C, e quindi 
C08^-+-C0s5c08e , 

cosa= — - — (i3). 

. *en f sen C ' ' 

Dalle stesse equazioni ( 7 ) fi ( 9 ) , o dalle loro trasformate («) , eliminando 
a in vece di o , si avrà 

CO»e-+-COSy^CO«^ , 

• cosc= — (i 4 ). 

sen^son^ ^ ' 

E dalle ( 8 ),(n) eliminando o, si otterrà 
, cotB-^cotÀcoiC , „ 

••••,• (‘®>- 

Le equazioni (i4),(i5) potevano dedursi dalla (i3) cambiando a in o 

ovvero in à , c scambiando fra loro A,C ^ oppure A,B. 

§. 29 . Ma la formula (i3) e le sue analoghe si ottengono pure con 

g^an facilità dalle equazioni fondamentali applicate a’ triangoli polari. 

Siano a',ò' ,c' i lati ,cd A' ,B ,C gli angoli del triangolo polare corri- 

spmidente al triangolo proposto ABC ; l’ equazione (i) applicata a quel 

triangolo dà , 

cosa' —cosi' cose' ' 

. cmA‘= jj j , 

scDa'senc' ’ 

e poiché, per la proprietà de’ triangoli polari, y#'=i 8 o**— a, 
iz'=i 8 o* — y#,à' = i 8 o® — 5,c'=i8o* — C, si avrà, introducendo 
questi valori e riflettendo che coe( i 8 o**— a)ss— -cosa , 
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cos(i 8 o* — ^)==— cos^, etc., escn(i 8 o® — i9)=sen5, etc. 

— ooiA — (— cos5><S^cog<7) 


— cosa: 


ten Bxu C 
CMÀ-\-catBcMC 


ovvero 


cosa=- _ „ , 

sen ^ten C 

come sopra. Similmente si otterrebbero le altre due. 

Le equazioni (4) e ( 7 ) e le loro analoghe applicate a’ triangoli polari 
non darebbero nuove relazioni , ma riprodurrebbero loro stesse, siccome 
potrà facilmente verificarsi. 

3o. lliossumendo ciò che si è detto ne'$. precedenti osserve- 
remo che , 

I.® Ciascuna delle equazioni (i),(s),(3) (i 5) esprìme una 

relazione fra quattro clementi del triangolo sferico , e può dare il va* 
lore di un iato o di un angolo incognito per mezzo di tre altri clementi 
conosciuti. Cosi per esempio dall’equazione ( 1 ) si ha , 
cosa — cos^cosc 


COS.<^=s=- 


, non meno che , 


sedasene 

cosa=cos./^senàsene-|-C(»àco80 ; 

tmatenB 


l’equazione ( 4 ) dà , sen^=- 


scn^ 


e sena=- 


venAtenb 


^nB 


l'equazione { 7 ) dà, c.oiA= 


col a sen c — co* C08 c 


sen 


, colAsmB-^cMBcMe 
cota= , 

sene 


ed in fine dall'equazione (i3) si ottengono, 
coiA->r-co&Bcos C 


cosa=- 


, cos ascosa sen sen C — ao&Bco&C. 


scn Bten C 

a.® Il numero delle suddette equazioni corrisponde appunto a quello 
delle combinazioni che si possono fare in tutti i modi con le sei lettere 
ilinotanti i lati e gli angoli del triangolo sferico prese a quattro a quat- 
6 d 3 

Irò cioè, -I— 1 -^= 1 5 ; e siccome la risoluzione de’ triangoli consiste 
nel determinare ciascuno de’ loro clementi per meno di altri ti« in 
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qualunque modo presi , così le equazioni enunciate risolvono comple- 
tamente i triangoli sferici. 

3.^ Quantunque siano quindici le combinazioni delle sei lettere 
a,b , lì ,C a quattro a quattro,- pure i tre lati ed i tre angoli 
dovendo considerarsi come due sole classi di quantità distinte fra loro, 
quelle combinazioni possono ridursi a quattro essenzialmente diverse 
che sono , , 

Prima. Tre Ioli ed un angolo , la quale abbraccia le tre , ohe A , 
abc lì , abe C. - 

Seconda. Due lati e due angoli ad essi opposti , che comprende 
le tre, aòAB , acAC , bcBC. ^ 

Terza. Due lati e due arsoli , uno opposto c t altro adiacente , 
che comprende le sci, abAC ,abBC ,acAB ,acBC ,bcBA ybcCA. 

Quarta. Tre angoli ed un lato , che comprende le tre , ABCa , 
ABCb, ABCc. 

Quattro devono dunque considerarsi le formolo principali della Tri- 
gonometria sferica cioè , 


(I) 


y cosa — «Mucose 

COS/f = 1 , 

senoscDC 


(II) 

(III) 

(IV) 


«jn A sen B 

• • ' — ^ T ) 

scu a scn 6 

cos5cosc=:cotasenc — cot AseaB , 


COS y/ -t- co* co* C 

coso= , 

sentirseli C 


mentre tutte le altre non sono che le medesime relazioni applicale a 
‘diverse lettere. 

4-° Le quindici formolo trovate di sopra esibiscono un Iato o un 
angolo qualunque del triangolo sferico espresso per altri tre clementi 
noti , e quindi possono r'.^uardarsi come le soluzioni algebriche del 
triangolo stesso ; ma all’ infuori della forinola (II) e delle sue analoghe, 
tutte le rimanenti sono molto incomode a calcolarsi co’ logaritmi, onde 
dovranno cercarsi delle formolc più opportune per la risoluzione nume- 
rica de’ triangoli. 

0 
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§. 3 i. Non sarà iautile qui rirolgere per tm auMuento rattensioue alla noui* 
bile analogia che havvi tra le due Trigonometrìe. 1 tre sistemi di formole (a),(^),(e) 
esposti ne’§. 9, 10, ii pe’ ciangoli rettilinei Corrispondono alle formole (li) ,( 1 U),(I) 
e loro analoghe relative ai triangoli sferici , c la sola formola (lY) non si veriGoa 
pc’ triangoli piani , i quali non possono risolversi quando fra gli elementi dati non 
siavi almeno un lato. Tale corrispondenza apparirà più manifesta se le formole 
(a ) , (d) , (c) si ricaveranno dalle sferiche considerando , come è permesso , il trian* 
golo rettilineo descritto sulla sfera di raggio uno con lati infinitamente piccoli. In 
questa supposiziono gli angoli rimarranno quali sono , ma i lati potranno trascurarsi 
rispetto alle quantità finite e i termini di 3.° ordine rispetto a quei di i." etc. , se- 
condo le regole del calcolo infinitesimale. Laonde nella formola (I), sostituendo ai 
seni ed ai coseni de’ lati i loro sviluppi in serie ( §. 8 ) , si avrà 


v(«A= 


I — 


— etc. — ( I — f à*-t- -;^Mctc. ) (i •5c*-+-^!jcietc. ) 
(ò — jà^cte. )(c — jc^etc.) 


— 0*) 


cos.<^[6c — |àc(à*-+-c»)ctc.]=5(i*-t-c* — a*) — — <7*)elc. , 
c trascurando i termini del 4-° ordine rispetto a quelli del a.” sarà , 

^ A*-+-c»— o* 

cotA=^ . 

ibc 

La formola (II) si cambia immediatamente nella (a) ponendo in wee di sena, 
senà , i loro sviluppi in serie e trascurando i termini di 3 .° ordine nella loro somma 
con quelli di i." 

I.a formola (III) , riflettendo che col a e sviluppando in serie, diviene 

— jC*...)(o— • 4 <!*...)= (i — | a»...) (c — ì c*...) — cot^/sen£(a — |o*...) 
ovvero , eseguendo le moltiplicazioni c trascurando i termini degli ordini superiori 
al primo , 


cosB= oot^seuZl, che è una delle formole ( 6 ). 


Finalmente la formola (IV^) si cambia in 
cotA-hcosBcosC 


I -- 40* -t-etc. =- 


SCO Ó MMl C 


dove le potenze del lato a essendo trascurabili rispetto al roggio devono cancellarsit 
e sparisce così l'elemento incognito da determinarsi, llisulta quindi evidente l’ impos- 
sibilità di risolvere il triangolo rettilineo con i tre angoli soltanto , e l’ equazione , 

oos./-+-cos/?eosC , . . , ’ ' 

1= — SCI! tfsen 6' — ’ " * quale si perviene esprime una condizione cui devono 
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soddisfare gli elementi dati 4Ì,B,C. In fatti, togliendo il denonùnatore , ai avrà 
sen^sen(7=co8^-i-co8jBcosC, ovvero, cos^= — (cos/fcosC— senfisen C) , e 
coSjÌ— — cos(J7-t-C), da cui si ricava v^=i8o» — (ff-t-C) ; cioè la somma 
degli angoli dati deve essere eguale a due retti. 

La precedente analisi ci confenna che tre sono le formolo principali della Trigo- 
nometria rettilinea , come quattro sono quelle della sferica. 11 sistema di formolo (d), 
di cui generalmente non si Da uso , quantunque non sia esscniialmcnte necessario nella 
risoluzione numerica de’ triangoli , è indispensabili; per la loro risoluzione algebrica , 
e completa il quadro analitico della scienza. 

32 . Le forinole precedeati essendo generali possono applicarsi a qua- 
lunque caso particolare in cui un angolo o im lato del triangolo sferico 
abbia un valore delerminato. Facciasi A=go’‘ c si avrà U caso del trian- 
golo rettangolo; e poiché allora sen.^=:i, cosA^sso, cotA=:o, si otterrà, 
dalla formola (i) , 

cosa — cosdcoac , 

o=s ; ovvero, co 8 as=cosàcosc; 

sonasene 

dalla ( 4 ) c sue analoghe , 


I sen^ 
seno”” send ’ 


ed 


1 teaC 
sena sene ’ 


e quindi, sena= 


send 

senil 


sene 

sène’ 


dalla ( 7 ) , 

co8.ffcosc=:cota8cac , ovvero, cota=Gotccos^ ; 
dalla (8) , 


o=cotàsenc — cot 5 , da cui, 8 enc=^^=:;^^; 

’ ’ ootd tanir’ 


dalla (li) , 


ossscotcsenà — cotC, onde, send 


tane 
tan C’ 


dalla (12) , 

cosCcosdsscotasend , e quindi, cotasscotàcosC 
dalla (i 3 ) , 


V- 


cosa: 


co$BcoiC 
aenBxn C 


:COt BetìiC-, 


dalla (i 4 ) , 


eoe C , „ cos C 

C06CSS — -, onde sen.fi= , 

senfi’ cose’ 


* 
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E riflettendo che delle medesime , sci sono essenzialmente diverse fra 
loro , e le altre non esprimono che le stesse relazioni applicate ad una 
diversa combinazione di lettere , sarà utile per ajuto della memoria 
enunciarle ne’ seguenti teoremi. 

In ogni triangolo rettangolo sferico , 

1. ° // gèna deli ipotenuaa è eguale al seno di un cateto divi- 
so pel seno delt angolo opposto. 

2 . ® Il coseno dell ijmtenusa è eguale al prodotto de coseni dei 
cateti. 

3. ® Lo stesso coseno , dell ipotenusa, è eguale al prodotto delle 
cotangenti degli angoli obliqui. 

l^’‘ La cotangente dell ipotenusa è eguale alta cotangente di un 
cateto moltiplicata pel coseno dell angolo compreso. 

5.® Il setìo di un cateto è eguale al rapporto di due tangenti, 
cioè dell altro cateto e dell angolo ad esso opposto. 

S.'’ Il seno di un angolo obliquo è eguale al rapporto di due 
coseni, cioè dell altro angolo e del cateto opposto. 

Qui 8Ì potrebbe domandare ae te ibrmole generali (a), (^,(9), (io) nette quali 
non entra l' angola retto A , trattate oonvenicntemente , darebbero altre relaBoni 
verte dalle precedenti Ira tre elementi del triangolo rettangolo , ma sarà facile per* 
tutderti che i tei teoremi enunciati le comprendono tutte ; poiché introducendo fra 


Digitized by Google 



3 ? 

tre degli elementi contenuti nelle formole mddette alcuna delle relazioni spettanti al 
triangolo rettangolo si ricade subito in una delle altre. Per esempio il teorema 4-° 
si potrà ricavare da ciascuna delle quattro formole indicate ponendo 

e cotJ?=^^ nella (io), 
cot C ' 

Combinando poi le formole fra tre elementi , se ne potrebbero ricavare varie 
fra quattro elementi del triangolo rettangolo. Le più rimarcabili sono , 

X , „„ coti cosB 

COS0COSC = COt^COt C, — — = 

cote ct»C 

33. Dulie forinole de’ triangoli rettangoli possono dedursi alcune 
conseguenze importanti. 

Premettiamo che due archi o due angoli diconsi della stessa specie 
quando sono ambedue maggiori o ambedue minori di go* , e di spe- 
cie diversa se uno è maggiore e l’ altro è minore del quadrante. Inoltre, 
non potendo un lato o un angolo di triangolo sferico raggiungerò non 
clic superare i8o ° , quando uno di questi clementi è dato per mezzo 
del suo seno , la sua specie rimane indeterminata , ossia non può co- 
noscersi se queir elemento appartenga al primo o al secondo quadrante, 
giacchi: lo stesso seno può convenire ad un angolo acuto cd all’ottuso 
che n’ è supplemento. Cosi non avviene se l’ elemento ò dato per mezzo 
di un coseno , di una tangente , o di una cotangente , poiché queste 
linee trigonometriche cambiano di segno nel secondo quadrante , per 
cui il lato o l’ angolo da determinarsi sarà acuto se il segno del coseno, 
della tangente o della cotangente è positivo , ed ottuso se è negativo. 

Ciò posto, prendendo a considerare l’equazione, cosa=cosòco3c , 
siccome il segno del primo membro dev’essere Io stesso di quello del 
secondo, si vede che cosa è positivo quando cosò, cose, sono dello 
stesso segno , ossia quando gli archi b , c sono ambedue minori o am- 
bedue maggiori di go° ; c cosa è negativo se cosò , cose sono di se- 
gno contrario , cioè se gli archi ò , o sono uno minore e l’ altro mag- 
giore di go". Per esempio , se si abbia ò=3iio® , c=;g5® , i coseni di 
questi due archi saranno ambedue negativi , ed il loro prodotto positi- 
vo, onde cosa sarà positivo; viceversa se ò=aiio® , c~8i® , il co- 
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seno di b sarà negativo e quello di e positivo , ed il loro prodotto ri- 
sulterà negativo , per cui negativo sarà il coseno dall’ ipotenusa. Ma il 
coseno positivo appartiene ad un angolo acuto ed il negativo ad un an- 
golo ottuso , donque potrà conchiudersi che , nel triangolo rettangolo 
sferico t ipotenusa è minore del quadrante se i due cateti sono della 
stessa specie, ed è maggiore del quadrante se sono di specie diversa. 
Un simile ragionamento sulla formala, cosa=cotZ?coU7 proverà che, 
/’ ipotenusa è minore o maggiore del quadrante se gli angoli obli- 
qui sono della stessa specie o di specie diversa. 

Dalla formolo coto=scotàcosC si ricava, cos C — ; ed in que- 
sta equazione si osserva che cota deve avere lo ste^ segno di coté , 
se cos C è positivo , e diverso segno se cos C è negativo ; ciò che in 
generale signiGca che , f ipotenusa ed un cateto sono della stessa 
specie se l angolo compreso è acuto, e di specie diversa se è 
ottuso. 

Finalmente nella formolo senC=^^^, scaC è sempre positivo per- 

COS V 

che appartiene ad un angolo minore di i 8 o® , per cui cos 5 e cosé 
devono avere lo stesso segno ; cioè , in un triangolo rettangolo sferico 
un cateto è sempre della stessa specie deir angolo opposto. Que- 
st’ ultima conseguenza è la più importante di tutte. 


Formolo più comode a calcolarsi co’ logaritmi. 


34- Alle formolc ( I ) e (IV) ed alle loro analoghe può darsi una 
forma più comoda pel calcolo logaritmico. 

f. **11111* -1 jÈ cos d ■ ' cos^ cos C . • . 

Cominciando dalla formola, oosA— ; , si sa che in ge- 

senAsenc ° 

aerale, asen*^ i — cos A, e 2 còs*-f r -|- cos*^(§. 7 ); e sostituen- 
do a fXisA il suo valore nella prima di queste due uguaglianze sarà , 

, . j coso— co» A cose senAsenc— cosa+oosicose cos(ò — ci— coso 

2sen* ^ Aesi — j =: — • 1 1 . 

scnosenc lenAsenc senAseoc 

11 numeratore di quest’ ultima fraziono , che esprime la differenza di 
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due coseol , si può cangiare in un prod&Uo aliante la forinola co- 
nosciuta , 

COS7 — cos/)==2seii^^^sen^-^ (§. 7 ) ; per applicar la quale si 

a-^b—e /> — 7 a-+-c — b 


farà, — c,ps=:a, onde^-Ì^= 
ed in conseguenza, 

cos(ù — r)— c(wa*cosy— cos/)=a8en — - — sen — . 

Introducendo nella Orazione indicata questo nuovo valore del suo nu- 
meratore , sari 

. , , ascn'|-(a+^ — c)seni(a-l-c — b) 

3 sen* y — 


SCI) 6 scu c 


, e quindi 


sony^s 


,^ scn'i(à 


-i-b — c ) seu J(a-t-c — 6) 


sen b sen c 

Rispetto olla seconda uguaglianza , acos*y^=i -heos.-^ , si avrà 

. ^ sen 4 sen c-t- coso — cos4cosc coso — cos(4-4-c) 

2 cos* i Jsss. 7 r= T , 

senosene senosenc 

e inodiCcando , come sopra, il numeratore coso — cos(ò-j-c), per 
mezzo della stessa formolo generale, nella quale si dovrà porre 7 = 0, 
p=^b-<rcy si otterrà facilmente , 

''seny (o-)-4-(-c)8cn-j(4-i-c — a) 


sen ■- 




seu b seu c 

Con un procedimento analogo la forinola (lY) darà le due seguenti , 


sen 




— così(^-t-^4-C)cos^(/f-4-C’ — A) 
seu tìaeu C 


^_, /cos{{A-hB-C)cosi{A-i-C-B) 

* r sen ^sen C * 


le quali potrebbero anche ricavarsi dalle precedenti con la considera- 
zione de’ triangoli polari. 

Allo stesso modo si troveranno i valori di seny i?, cosy^; sen-yò , 
cosyà ; seny C, cosy C; senyo , cosyc. Tutte queste formolo sono assai 
più comode delle forinole originarie per calcolarsi co’ logaritmi , poiché 
ognuna di esse richiede l’ uso delle sole tavole trigonometriche , c si 
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calcola con cinque logarilnii , mentre ciascuna delle altre abbisogna 
delle tavole trigonometriche e di quella de’ numeri , nè può calcolarsi 
con meno di nove logaritmi. 

É da notarsi che il valore di scn-j-a si presenta sotto aspetto imma> 
ginarìo ; ma quella quantità essendo reale di sua natura ò necessario , 
])crchè cessi l’apparenza immaginaria, che qualcheduno de’ fattori com- 
ponenti la frazione sotto il segno radicale sia negativo. E poiché la som- 
ma degli angoli A+B+C deve esser sempre maggiore di 180“ , e 
quindi ^{A-{- B-\- , il coseno di quest’angolo sarà il fattore 
negativo che si cercava. Scomparsa in tal modo la forma immaginaria, 
non potrà esser riprodotta dagli altri tre fattori; per cui essendo scn.ff, 
sen Cambedue positivi, dovrà esserlo ancora il fattore cos 4 (^+ C — A). 
Lo che dimostra che l’arco \{B-\-C — A) è minore di 90®, e 
B-\- C — cioè, in ogni triangolo sferico, se dalla somma di 
due angoli si tolga il terzo, il residuo sarà sempre minore di tSo^. 

Le Irasformazioni eseguite qui sopra danno origine ad un’ altra osservazione im- 
portante. Moltiplicando fra loro i binomi cos(d — c) — cosa, rosa — cos(£-f-e) e 
le loro espressioni equivalenti si ha , [ cos (A — c ) — ■ cos o ] [ cos a — cos(à-Hc)} 
= j (a-t-c — i)seni(a-t-à — c)senì (à-+-c— -c), onde per 

le formolo generali del §. 6 sari, 1— cos*a — cos» i — cos» e -{- a cos a cos £ cos c 
=4seni(o-4-4-t-c)seny(a-i-à — c)sen|(a-t-c — 4 ) sen | ( 4 -He — a) = 
L'eguaglianza di queste due funtioni invariabili si veridca per tutti i valori di a, 4 ,c ed 
è indipendente dal triangolo sferico. In questo triangolo poi si ha, scn».<^sen» 4 sen*c 
:=sen».ffscn»osen*c=j 5 sen» Cscn»ascn »4 = /’, siccome apparisce dal §. 36, e po- 
trebbe ancora ricavarsi dagli sviluppi precedenti moltiplicando insieme i valori di 
2scn»jy^, e acos»|.<^; dimodoché l’ uguaglianza rimarcabile (il) potrebbe risultare 
dal semplice confronto dulie formule del $. 36 e 34 . 

$. 3 Ò. Dalle formolo trovate nel §. precedente possono dedursene alcune 
altro’ egualmente comode pel calcolo logaritmico. Si è dimostrato , 


,_|/ sen r(o-M— c)»on j(o-|-c— 6) 

— ZJ 1 5 (a-t-A-t-c) sen | (*4-p - -a) 

r wn Ascile ’ 

* 8CUOSOUC 

1 / scn f (A-|-e — a) sen j (o-|-4— e) 

sen4-(o-f-H-e)»enr(a+o-A) 

y , 

^ penasene 

* » scnasenr 

, 1/ sen 5(a4-e— A)scn4(M-e— 0 ) 

, />_§/ sen4(o-|-H-c)8en j(o-|-A— e) 

» scnascnA ’ 

r tonasene 
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Si facciano i quattro prodotti, sen|^^cosx 5 ,scnT^cosT^,co 8 5x/co8^^, 
senj^sen-f^; e ridetlcodo che nel moltiplicare le frazioni sotto i se- 
gni radicali si ottiene sempre un fattore elevato a quadrato che si p»ìò 
cacciar fuori del segno , si avrà 

Sen i JCQS i / ^ni(a-^ù-^e)^ni{a^ò-7) 

sene V sciiasen/} ’ 

ovvero 

sen^y^cosj5= — ^cosìC. Similmente si otterrà 

sene > 


seni Beasi 
cosiJcosiB= 
nani Asmi B= 


-a) 


CBC 


COS-J 


c 

C 


sen;(a-|-à — c) 
sene 


SCOyC. 


Si prenda la differenza e la somma de’ primi due prodotti , e la somma 
e la differenza degli ultimi due ; e poiché in generale 
seniAcosiB=^scniBcosiA=seni{A^B) , R ' 
cosiAcosiB±:scniAscniB=cosi{AqzB) , sarà 

SPnl( //— /?j_ «»ni(q-*-c-g)-seni(^H-e-a) 

. sene • 

sen i ( 5) ^ 

sene * 

sene * 

C08i(^-h ^ 

sene * 

Per cambiare le somme e differenze de’ seni contenute ne’ secondi mem- 
bri delle equazioni precedenti in altrettanti prodotti , si applicheranno 
le formole generali , sen jo + sen 7 = 2 sen | (/> + y ) cos ^ (/> — y ) ; 
,sen/> — sengr=asenY(/)— J') cosy(/) + 7 ), faccndo/)=^(« + (? — à), 
9=i{ò + c — a) per le prime due equazioni, e p=i(a + 6 + c) , 
g = i{a + b — c) per lo ultime due ; e sarà i {p + y)=^ie , 
s(/»— 7 )=t(«— per le primo, ed t(/>+9')=t(«+‘J)> 5 (/>—?)= 

6 
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per le seconde. Eseguite le sostituzioni e le riduzioni opportune , avendo 
riguardo che, sene=ascnì’eco8ì-e , si avrà 


sen I ( 5) 

se II i ( y/ + 5 C 08 i ( « — A ) 

cos i ( //— Z?)=|^^sen i ( o + A) 

COS ^ ^ COS-i- ( <7 + A ) 

C08 i e ' ' 


{B) n 


Le (juali eleganti formolo , dovute secondo alcuni al Delambrc , e se- 
condo altri al Dottor Gauss , daranno con piccole riduzioni le famose 
analogie di Nepero , dividendo successivamente k prima per la terza , 
la seconda per la quarta , la prima per la seconda , e la terza per la 
quarta. Si avrà 

fan — B)=coliC- 

8 

tati = coti C- 

tan f { a — A ) = tani e* 

tan i( « A ) = tani e- 


rSCU' 

(a-6) 

8CD^ 

,COSì 

~(a — i) 

C0S7 
scn J 

(o-hi) 

(J-B) 

sen -1 

COft-j 

^A^B) 

COSj 

{A^B) 


...(€) 


[D). 


§. 36. La precedente dimostrazione delle formole di Kejiero è dol 
Signor Gergonne , e non se n’ è data sinora una piti sc*raplice che le 


(*) Per ritenere facilmente a memoria queste formole si rillcUerà , x.” che 
rssc non contengono altre linee trigonometriche all' infuori dì seni e eoseni , 2.<> che ia 
cinscuua equazione la linea trigonometrica relativa al terzo angolo C è opposta a quella 
del primo membro , e simili sono sempre fra loro le lince trigonoiiictnche relative ai 
l.'iii nella stessa equazione , 3 ." che al segno — fra gli angoli A, Baci primo mem- 
bro rorrìsponde sempre il seno ne’ fattori del secondo membn> che contengono i 
Iati , ed al corrisponde il coseno ,* viceversa al seno del primo membro corri- 
s|>oiide il segno — fra i lati a,i nel secondo membro, ed al coseno corrisponde 
il segno -h. Questa regola mnemonica ci è stala comunicata dal valente giovane 
ingegnere geografe Signor Federico Schiavoni. 
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comprenda tutte. La crediamo quindi preferibile alle altre in cui si per- 
viene a due formolc soltanto , ricavandosi le rimanenti da’ triangoli po- 
lari. Si aggiunga che la medesima ha pure il pregio di passare per „Jc 
importanti relazioni {B). Ma contentandosi , come per lo Innanzi , di 
due sòie , la- dÌBioetraziQae^ onztdettù può darle ancora con un 

proocdimcnlo semplice e breve , onde sotto ogni aspetto è sempre da 
anteporsi alle antiche. In latti dividendo la prima delle equazioni {A) 
per la seconda , e la terza per la quarta si ottiene 

srvì\{A — B) 8cn|(a-*-e — b) — scni( 4 -t-c — a) 

sen-s(A-i-B) 8en^(o-+-c — A)-t-seu5C^-t-c— a) ’ 

C0S5(.<^ — B) sen-j-(a-f-A- 4 -c)-t-sen-ì(a-(-^— >c) 

oosì{A-i^B) sen^ ^a-t-A-t-c) — sen|(a-HA — c) ’ 


dove i secondi membri hanno la st^sa forma dell’espressione 


sen/>-f-gen^ 
gcn p -t-'acn y 


equivalente al rapporto 


tanj(A>-t-y) 

tani(/>±y) 


per cui ponendo nella prima ugua- 


glianza p=i (a+e—b) , q—\ [b-\-c—a ) , e nella seconda p =x (a-l- 4 +c) , 
q=\[a-^b — c) , si otterranno subito le equazioni (Z?) , le quali 
applicate ai triangoli polari daranno le {C). Queste ultime , sebbene 
con minore facilità , potrebbero anche ricavarsi dalle equazioni {A ) , di- 
videndo la prima per la terza c la seconda per la quarta , e cambiando 
in prodotti le somme c differenze di seni che ne emergono , mediante 
le formole senp-f-sen7=etc. più volte citate. 

Dalle equazioni {C) o dalle {D) si ottiene facilmente , 


tanj(^— 2?) tanKa— 

tan-y tan4^(a+2) ’ 

eguaglianza rimarcabile per l’analogia che ha col teorema (n) del §.12 
riguardante il triangolo rettilineo. 

§. 37. La prima e l’ultima delle formole {B) servono a dimostrare 
duo importanti teoremi. Dalla prima si ha , 

*en|( a — b) senj e 

— B) CO856’’ 

dove si osserva che, essendo \C minore di 90” , e quindi il suo co- 

* 
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seno positivo , positivo deve esser sempre il secondo membro del- 

r equazione. Dunque nel primo membro, senf(o — 6) ,c B) 

*0 s^'^sso segno; e non potendo gli archi |(a — b) ed 
HA—B) ’^iailBSgL. ^aggtungcre non che sorpasare i8o» , i segni 
de’ seni dipenderanno da quSìi 

dovranno essere positivi insieme e negativi insieme. Laonde se a'^ò, 
sarà A"^ B y e se sarà B'^A\ e viceversa se A'^ B y sarà 

o'^b y e se B'^ A y sarà b'P’a\ cioè in un triangolo sferico qua- 
lunque al maggior lato si oppone il maggior angolo e viceversa. 
Si può dare a questo teorema una enunciazione più generalo e più co- 
moda per lo applicazioni. Se fra i lati o , 4 , c del triangolo sferico, sia 
a il massimo , b il medio , e c il minimo , è cliiaro che si avrà 
a'^byb'^c. Conseguentemente dal teorema dimostrato si ricaverà 
y/> B y C, 0 fra i tre angoli, A sarà il massimo , B il medio , 
e C il minimo. Viceversa se sussiste fra gli angoli A,B,C T ordine 
di grandezza ora enunciato, di modo che sia Ay> B , C, sarà pure 
cioè sus.sisterà lo stesso ordine di grandezza fra i lati 
<)pposli. Dunque in ogni triangolo sferico al maggior lato si oppone 
il maggior, angolo , al medio il medio ed al minimo il minimo ; c 
■vùcversa. 

Dall’ ultima delle formolo {B) si ricava, 

Clls i f rt -+- /> ) cos J c 

oos scn I C ’ 

nella (piale ecjuazioue essendo il secondo membro sempre positivo , 
eos7(a + 6) , e cos I {A-\-B) dovranno avere lo stesso segno , onde 
in un triangolo sferico qualunque la semisomma di due lati e la 
semisomma degli angoli opposti sono sempre della stessa specie. 

Questo teorema forma parte di un altro più generale che può enun- 
cia rsi cosi ; se in un triangolo sferico la somma di due lati è minore, 
eguale o maggiore di /à'o® , la somma degli angoli opposti goderà 
della medesima proprietà, e viceversa. Non rimane a dimostrare 
.se non la parte riguardante 1’ ngtiaglianza. A lai oggetto nelle equazio- 
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ni (t)f(a) si faccia, >0, cd essendo allora, 8ea6=sena, 

e cosAsss — coso, si avrà, 


. coia-t-oMao(we „ — coia~CMacoio . 

cosyfB — — — , cos^= , 6 quindi 


Hu aleno 


lenaieno 


cosi 9 ss= — <x&A , da cui si ricava, j 9 =ssi 8 o“ — A. 

Allo stesso modo , facondo i^=3i8o ° — A nello oquazioni (i 3 ) , (i 5 ) , si 
otterrà pure 6=0:180° — o, e quindi se la somma di due Iati egua- 
glia 180°, anche la somma degli angoli opposti ha lo stesso valore, 
e viceversa. 


CAPO IV. 


BiioiitrsioRE ds’tbiarooli sferici. 


Triangoli rettangoli. 

38 . La risoluzione de’ triangoli sferici in generale offre sci casi. 
In fatti per risolvere un triangolo dovendo conoscersi tre de’ suoi cle- 
menti, le sei lettere a,b,c,AtB,C danno = 20 combinazioni 

a tre a tre , che sono le seguenti : 
aòc, 

ABC 

abC , aeB , bcA > ■ 

ABc , ACb , BCa 

abA,abB^acA,aoCfbcB,bcC 
ABa , ABb , ACa , ACo , BCb , BCc 
e siccome le combinazioni registrate nella stessa riga esprimono un me- 
desimo caso applicato a diverse lettere , cosi i casi saranno sci , cioè 

1. ® Dati i tre lati. 

2. ® Dati i tre angoli. 

3 . ® Dati due lati e V angolo compreso. 

4. ® Dati due angoli ed il lato compreso. 

5 . ® Dati due lati ed un angolo opposto ad uno di essi. 

6 . ® Dati due angoli ed un lato opposto ad uno di essi. 
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Ne’ triangoli rettilinei non si venfìca il secondo caso come ne’ trian- 
goli sferici , ed il 4«'’ cd il 6.° rivengono allo stesso , giacché dati due 
angoli si può conchiudere il terzo ; la loro risoluzione olire perciò soli 
quattro c^i. 

Per la risoluzione de’ triangoli sferici' rettangoli si richiede un dato di 
meno, essendovi per terzo dato costante l’ angolo retto. I sei casi espressi 
di sopra , applicati al triangolo rettangolo in coi si suppone l’ angolo 
, si modificheranno come segue, avendo cura di scegliere fra 
le combinazioni quelle in cui si trova l’ angolo A , e facendo una di- 
stinzione necessaria fra l’ ipotenusa a od i cateti ù , c. 

1. ° Questo caso non si verifica perche vi sarebbe un dato di più. 

2 . ® Bali i due angoli obliqui B,C. 

3. ® Daii i due cateti b,c. 

4. ° Dato un cateto ed un angolo adiacente ; c,B. 

5. ® Data l’ ipotenusa ed un cateto; a,b. 

g ^ i Dato un angolo obliquo e t ipotenusa ; B , a. 

I Dato un cateto e r angolo ad esso opposto ; b , B. 

Dal 6.® caso relativo a’ triangoli sferici in generale emergono dun- 
que pe’ triangoli rettangoli due casi ben differenti fra loro , come or 
ora si vedrà. 

3q. Ciò premesso la risoluzione de’ triangoli rettangoli si riduce 
ad applicare a’ diversi casi le formolo trovate nel §. 32 con piccole 
avvertenze. 

I. Caso. Dati i due angoli obliqui B,C, trovare a,b,c. 

Soluzione = Combinando gli elementi noti con ciascuno degl’ inco- 
gniti , si vede che per risolvere questo caso occorrono tre equazioni 
contenenti rispettivamente le lettere , BC a , BC b , BC c. Si cerchino 
fra quelle del §. 32 , e si avrà , 

cos a = cot Bcoi C 


sen C= 


coiB 

eoib 


, onde , cos 4= 


cotB 
sen C 


SCO Bi 


tmC 

Coso 


, onde , cose= 


cosC 
■en^ ' 
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II. Cam. Dati i due cateti b , c , trovare , a , B , C. 

Soluzione = DoTraono cercarsi tre equazioni fra le lettere be a , 

6 a B , 6 c C , c sarà , 
coaa=cosbco&e 

8 enc=^^^=tanàcoti? , onde, cot . 0 =±; seno col d , 

sen ^ = tan c cot C , e quindi , col C= sen ò cot c. 

tan C > n > 

III. Gaso. Dato un cateto b ed un angolo adiacente G , tro- 
vare a , B , c. 

Soluzione = Si debbono cercare tre equazioni fra le lettere hC a , 
bC lì ,bC c y le quali saranno , 
col a sscot^cosC 

senC=^^-?, da cui, cosi 7 =scaC’cosà 

iSMÒ 

sonA = i^^i^, da cui, tan o=sen dtanC. 
tanC 

Nc’ tre cosi precedenti le quantità incognite sono determinate per 
mezzo di coseni , tangenti e cotangenti. £ siccome queste linee trigono- 
metriche cambiano di segno quando l’arco sorpassa il quadrante, co^ 
non vi potrà essere alcuna ambiguità sulla specie degli clementi da de- 
terminarsi. Nel I.® caso per esempio , se il prodotto col^cotC riesce 
'di segno positivo, l’ ipotenusa sarà minore di 90®, c se riesce di segno 
negativo , l’ ipotcnusa sarà maggiore di 90®. . ^ 

5. \.o. IV. Caso. Data f ipolenma a ed un cateloh, trovare c,B,G. 

= Risolveranno il problema tre reazioni fra le lettere 
ab c , ab B , ab C , cioè 

, , cosa 

cos fl = cos o C06 c , da cui, . . cosc= — 7 

cos o 

sen h „ sen 6 

seno= — scn/r=^ 

Sfa a seno 

cot a = cot b cos C= ; onde, cos C= cot a tan b. 

lani ’ ’ 
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Qui l’angolo B essendo determinato per nn seno può avere iudifle* 
rentemenlc due valori uno supplemento dell’altro. Ma questa ambiguità 
non è che apparente , perchè in forza delle osservazioni del 33 l’ an- 
golo B dev’ essere della stessa specie del lato b dato. 

V. Gaso. Dola l’ ipotenusa a. ed im angolo obliquo tro- 
vare b,c,C. 

Soluzione — Dovranno cercarsi tre equazioni fra le lettere aB b , 
aB c , aB C , le quali saranno , 

senA , . , „ 

sena= — da cui senò=8cna senZr 

senXf ' 

cotg=cotcco8.g =— onde, lane=cos.fftang 

tane ’ 


cosfl=:cot;ffcotf7=^^ coU7=cosa tan J?. 

tanir 

La specie del cateto b determinato per un seno deve esser la stessa 
di quella dell’angolo dato .& ( $. 33 ). 

VI. Caso. Dati un cateto b ed un angolo opposto B, trovare a , c , C. 
Soluzione = Le tre equazioni fra le lettere bB a ,bB c , bB C , 
saranno , 


sena = 


scn A 
senit 


sene = 


Un A 
tan/7 


= tan4cot 


,, coiB 
seu C= — 7 - . 
cobA 

In quest’ultimo caso tutte le incognite sono determinate per mezzo 
di seni , e non potendo togliersi l’ ambiguità , come ne’ due casi pre- 
cedenti , vi saranno elfettivaraentc due soluzioni ; cioè potranno for- 
marsi due diverei triangoli con gli stessi elementi i?, b. In fatti se si 
fig. 7 - prolunghino l’ ipotenusa BC ed uno de’ cateti BA di un triangolo ret- 
tangolo BAC sino ad incontrarsi di nuovo in D, nascerà un altro 
triangolo rettangolo CAD che avrà un lato CA di comune col primo 
e 1 angolo D opposto a questo Iato eguale all’ angolo B opposto al lato 
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medesimo nel primo triangolo. Questi due triangoli soddisferanno egual- 
mente al problema in cui si suppongono dati, come nel presente caso, 
il lato comune b e l'angolo B—D ad esso opposto. 

Si avverte però die per separare i valori di a,c^C convenienti ad 
uno de’ due triangoli da quelli che convengono all' altro , essi dovranno 
prendersi in modo che , nello stesso triangolo , e sia della stessa specie 
di C, ed a della stessa specie di b quando C^t^go” , e di specie di- 
versa quando go” ( $. 33 ) ; dimodoché i sei valori ottenuti dal cal- 
colo delle formolo saranno così distribuiti , 

Per un iriangolo ,c>>go*,C>go®, e</a di diversa specie di b. 
Per r alito triangolo, c < go®, C <[ go® , ed a della stessa specie di b- 

4>* Nella precedente riaoluzione de' triangoli rettangoli ai oaaer«'a più volte 
determinato qualche elemento per mezzo del coacno o del acno ; ma quando il co- 
aeno corrisponde ad un arco piccoliaaimo , o il aeno ad un arco non molto diverao 
dal quadrante, quelle linee trigonometriche differiscono cosi poco dall'unità, che i 
loro logaritmi , limitali a sette cifre decimali , possono appartenere indistintamente ad 
un arco maggiore o minore. Ter ovviare a questa imperfezione delle tavole , ai pre- 
ferisce in tal caso la tangente nella determinazione dell' elemento incognito ; per 
la qnal cosa sarà utile indicare come ai possa mutare la data formola di seno o di 
coseno in formola di tangente. Si abbia, coax = F, e suasistcrà pure l'eguaglianza. 


I-+-OOS* 


> — ^ . .1 l\ J 

ma =lan*x* (5- 4) » dunque 




I * — ^ 

Allo stesso modo avendosi, senyss/’ , sarà 

^ ’ »«“*(45®-iy)=-57 • 

Cambiato cosi il coseno od il seno in tangente quadrata , il calcolo più o meno 


beile della espressione -, dipenderà dalla forma particolare della finzione F , la 

qnale si suppone sempre comoda a calcolarsi co’ logaritmi. I casi più owii ne' quali 


I—/' 

F espressione ^ si riduce subito iu bttori , e può quindi calcolarsi agevolmente 


I-+-A 


co' logaritmi , sono i seguenti, i.» Quando la funzione P è una frazione di eia i 
termini siano due coseni o due seni , o un seno ed un coseno, a.® Àllorche la 
fwuione P è il prodotto o il quoziente di due tangenti o di due cotangenti , o 

7 


Digitized by Googie 


5o 


' I — jf 

di una tangente ed una cotangente. Se 1* espressione — non pub ridurti in fat* 

tori , r andamento più templioo da tenerti in quella ciroottanta è di eguagliare la 
funzione F alla tangente d’ un angolo i da determinarti. Coti si avrebbe , 


t8n*iar>»-|^^;^=tan(43»— s) , (§.5), oppure 

tan*(4.3®-- iy)=tan( 4 S°— s) ; o l'angolo a sarebbe oonotoiuto per meno del- 
Tequazloue, tan 5 =>/’. 

Applichiamo questi principli generali alla risoluzione de* triangoli reliangoii. 

IVol I. caso si ha , 

cosa=scotilootC , c quindi, per ciò che si è detto, 

I _cot 0oot C Mn fftra C— eoe Bcot C 
t®n*t® H-ootAcotC sen5«enC-i-cof^oo»C ’ 


tan» yO = 


coe(B+C) 
cm(B—C) ’ 


e 



coe( B-hC) 
cos(B,~-C) ' 


Si la inoltre , cosi 
1 


oo»B 


casB 


teuC coe(go” — C) 
cmB 


, onde 


coe(9o» — C) cotlooo — C ) — coefl , , , . , 

tan»i4= jj = — 7 T 7-1 n j e P«r formole del §. 7 , 

eoe// ooe(go<> — C)+cos//’ ' 


cos(90“ — C) 

tauii = K — tan[4> — i(C— //)]tan[43° — 


Con un simile procedimento si trasformeranno le formolo del IV e del VI caso. Ma le 
formole eoe a =s cos 4 cos c , cos .^=sen Ccos 4 , e scn 4 = sen a sen B appartenenti al li. Ili 
<■ V caso non potranno trattarsi allo sterno modo, e dovrà in vece applicarsi la supposizione 


di /’sstans. Per la prima si avrà tan z ascosi cose, e tan|o=f^ tau(43“— z)s 


per la seconda, tanz=sen Ccos4 , e tenj; B=f^ tan( 41 >° — z) , e per la terza , 

taiiz=senascnil, e 1311(45° — ^4) = !^ tau(45°— -z). 

§. 42- Dalla risoluzione de’ triangoli rettangoli si fa dipendere, i.° ta risolu- 
nìohe del triangolo cite ha un lato eguale ad un quadrante ; poiché un tal trian< 
golo , che dicesi rettilatero, ha per suo polare il triangolo rettangolo , e risolvendo 
quest' ultimo rimane risoluto anche il primo , per la relazione che v’ ha tra gli eie*' 
menti opposti de’ triangoli polari. Cosi, chiamando J ,B ,C ; qo" ,ò ,c gli angoli ed i 
lati del triangolo rettilatero , i lati e gli angoli del suo polare rettangolo saranno 
«' — 180 ° — y/ ,4' = 180 ° — B,c' = 180° — C , 
yi' = go° ,B' — iSo° — 4,C'=i8o° — c; c sì avrà, per esempio, 
cosa' — cosi' vose' , ovvero cos( 180 ° — =cos( 180 » — Z/)cos( i 8 o°— C) 
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che si cambia facilmente in oos^ss— cosi? eoa C. Allo stesso modo si troverebbero 
le altre formolc del triangolo rcttilntcro. 

2.0 La risoluzione del triangolo isoscele. S\a.À'BC\\ triangolo isoscele, e si abbassi .fig. 7. 
dal vertice C la perpendicolare sulla base; i triangoli rettangoli ne’ quali 
rimane diviso saranno simmetrici. Quindi, chiamati a, i(=a),c gli elementi 

del triangolo isoscele, ytvii jiCB=^C ,ÀD=\c , ed i triangoli rettangoli daranno 
fra le quantità , A,a,\C,\c\c opportune relazioni per risolvere il triangolo isoscele. 

3.0 La risoluzione del Inainolo di cui due lati presi insieme eguagliano 180”. 
Supposto CA'D questo triangolo , nel quale CZ?-t-C/f' = 180“ , so si compia il fuso 
sferico BCD , si avrà BC = i 8 o'> — CD=CA' , onde il triangolo BOA' sarà iso- 
scele , ed avendo i suoi clementi in parte eguali ed in parte supplementi di quelli 
del triangolo proposto , la risoluzione di quest’ ultimo dipenderà dalla risoluzione del 
triangolo isoscele , 0 quindi del triangolo rettangolo. 

Ma la risoluzione del triangolo sferico in questi casi particolari può ottenersi 

per la via analitica applicando le formolo generali (i),(a),( 3 ) 

lasccremo qui di riportare Io formolo relative al triangolo rettilatero che si rica- 
vano immediatamente o senza alcuna diiUcoltà dalle generali, ponendo 0 = 90°. E ri- 
spetto al triangolo isoaeclc , so si faccia a =6 nell’equazione fondamentale 


. c«o — cosàcMc . , . cosa(i — cose) , ... 

oosA= ; , SI avrà cosA= ^ is=colatanxc 1 f §. 4 ); c simu- 

senisenc tenaienc m . > j /j 

mento sarà cos.ff=:cotatan;C , per cui c(»A=cmB, ed A=B, cièche altronde 

ooaJ-i-cosBcosC 


era noto dalla Geometria. Per essere foìA=Bj l’equazione cosa=- 


sen/tsenC 


darà 


pure, cosa= —z — 7;— ^ =aoot.irfcoti C. 

sen.>fsen6 


, , , , , _ cose — cosocosi . „ cose— -cos^a 

Inoltre la formula cost/= -, si cambierà incosC=: , 

senawna scn>a 

da cui, cosCsen*o=cosc— - i+scn*a, e sostìtuendo ai coseni le espressioni equiva- 
lenti in archi metà , avremo 

sen*a(i — asen*|C) = i — asen*~c — i-+-sen*a, e riduceudo sarà 
2sen*g Csen*a=sasen*2C , onde, scnasenl-Csscn^c. 

La formula 0030= “*^"^“”^*^”^ , trattata similmente darà 
KtiAicnB 

scn.<rfcosi caseosi C, dimodoché le formolecho risolvono il triangolo isoscele saranno, 
cosyf ascota tan-c 
cos a =cotAcol ^ C 
scn^c sscnasen-; C 
• tceiCssaenAcoe^c. 

* 
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Le quali quattro forinole lono tutte quelle che poMono ottcnerai fra tre elementi 
del triangolo iaosccle , nè se ne ricavano altre diverse dalle rimanenti formolo ge- 
nerali non considerate qui sopra. Esse risolvono il triangolo medesimo in tutti i casi, 
giacché dati due do' quattro elementi A,a,C,e bastano per determinare gli altri 
due. Quando sono dati C,c , le equazioni offrono due valori per gli elementi A, a, 
ed in fatti vi sono sempre due triangoli isosceli aventi la stessa base e lo stesso an> 
golo al vertice. Il fuso sferico formato dal prolungamento de' lati uguali li com* 
prende ambedue. ^ 

Con un procedimento affatto simile , ponendo nello formolo generali d 1 8o” — a, 
e quindi sen^ssena, e cos£=— cosa , se ne ricaveranno lo seguenti per la ri- 
soluzione del triangolo di cui due lati presi insieme eguagliano iSo”. 
cos = cot a cot ; e 
cosa a=cot^tan; C 
co$ I c s=senacos| C 
sei! j C=sen.iscn 5 0 

dalle quali apparisce ancora che vi sono due soluzioni , allorché essendo dati gli 
elementi si cercano gli altri due AyU. 


Triangoli obliquangoli. 


§. 43. I. Caso. Doli i tre lati a , b , c , trovare i tre angoli A , B , C. 

I .• Soluzione = Per trovare le formole che risolvono il problema si 
combineranno gli elementi noti con ciascuno degl’ incogniti , e si vedrà 
che occorrono tre equazioni conlencnti rispettivamente le lettere abe A , 
abe B , abe C , cioè tre lati ed un angolo , le quali appartengono 
tutte alla paiua combinazione del §. 3o, e derivano dalla formola ( I ). 
Si avrà quindi , 


cosA= 


cosa — cosicosc 


,COS^3 


cos & — cos a cos c 
senasenc 


,COS C= 


cos c — coB a cos 4 


senósenc senasenc seuosené 

Ala queste formole non essendo comode per calcolarsi co’ logaritmi , 
si adoperano in vece , nelle applicazioni numeriche , i radicali ottenuti 
dalle medesime nel §. 34* Per renderne più semplice la forma ed il 
calcolo, si ponga a + b-j-e = s , e si avrà 


a + b — c = a -j- b-f- c — 2 c=e — 2 c , 


per cui, 


a-h 6 — c a 
2 u 


C, 
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Similmente sarà 


a -h e — i 


t , 6-i-e- 

6 , e 

a a 


— — a ; e fatte queste 


sostituzioni nelle formole indicate esse diverranno, 


SCD 




sen('j< — ó)Sen (j* — c) 


sen^seao 


C08 


i. A—% / 

* V sen b sea c 


semi* — a)sen(;< — c) 
tenaseuc 


sen 


/ »en a)sen( — à) 

• y senasea^ 


iC=j/ 


seo -g a len ( | a — b) 
tenaaeae 


wnga a«ti( 7 a — c) 
aenaseuó 


£ deve notarsi che quantunque dalle prime tre gli elementi incogniti 
vengano determinali per mezzo di un seno , ciò non ostante non può 
esservi alcuna ambiguità sulla specie de’ medesimi , perchè la metà di 
un angolo o di un lato del triangolo sferico è sempre minore' di 90*. 

2.* Soluzione. Le formole precedenti si adoperàho generalmente 
quando deve determinarsi uno soltanto degli angoli incogniti , ma è 
chiaro che riuscirebbero molto penose applicandole al calcolo di tutti 
tre gii angoli o pure di due ; crediamo allora preferibili le seguenti. 

Si dividano le espressioni di sen t per quelle di cos^ appartenenti alla 
stessa lettera , e si avranno immediatamente lo altre , 




— 4)»en(gf4— c) 


#seh (g» — a) 


tan 


lan 


, D , /»e«nv'— d)sen(i* — c) 

— y — I ..-4./ 1 -_*v > 


seng«*eh(g*— A) 




- 8eng<sen(g« — c) 


E dividendo di nuovo la seconda per la prima e la terza per la prima 
di queste tre ultime equazioni , dopo facili riduzioni , si otterranno 


UnJ5 M5n(g# — fl) tan-J »en(gx— a) 

tau^^ sen(gx — b) ’ tang^”*en(-g» — e) ’ 

ed introducendo le cotangenti in vece delle tangenti si avrà, 


cotgit 8cn(-jx — b) cot-ì-<7___8Cn(g» — c) 

co\\A 8en^g-x — a) * cotg^ sen(g« — a) ’ 

le quali eleganti relazioni sono dovute al Signor Molweidt , e si tro* 
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vaao dimostrale dal Signor Pniasanl con uqa costruzione geometrica , 
a pag. 93 ^1 I tomo della sua Geodesia. 

Ciò posto le formolo più comode per calcolare due degli angoli in* 
cogniti o tutti tre , saranno evidentemente , 

^ ^ ^ien{\s — b)ic vk{\s — c) 


lan^ 


sen2«scn(^j — a) 


. . r» . 1 ># scn(|* — b) . 8cn(|« — c) 

co\.\ B —coi^ Ax — 77 coti C 7 = coti ^ ' 

• ■ scn(i* — a)’ ■ sen(i» — a) 

che danno il logaritmo cotangente relativo al secondo ed al terzo angolo 
con la semplice addizione di tre logaritmi già trovati nel calcolare il primo. 
IL Caso. Dati i tre angoli A , B , C ,• trovare i tre lati a , b , c. 

I .• Soluzione = Dovranno cercarsi tre equazioni fra le lettere ABC a, 
ABC b , ABC c , cioè fra i tre angoli ed un lato ; le quali apparte- 
nendo' olla QUARTA combinazione si ottengono dalla formala (IV). Si avrà 

cotA-^eotBcotC 


cosa: 


, cosffo-CM^cosC ea»€-\-a»AcMB 

COSOs 7—71 — 1 C08C = - 


teatìteaC ’ »eQ.tfiea 6 ' teaAteatt 

Ma i radicali dedotti da queste formule nel 34 sono più comodi 
per le applicazioni numeriche. Si faccia in essi, A + B-{- C=Sy e sarà 
i{A + B—C)={S—C,i{A+C—B)=iS—By ed 
C — A)=.\S — A, onde si avrà, 

scnia= 

V seaJJieuC V KnBseaC 

1 . 1 ,— 1 ^ — cos ( ^S—B) 


scn 


sen./^sea C 


cos 




coi(~S — .A)cos(\S — 6’) 
8ca..^sen C 


3 cn • ■ /— co 8 j.Sco 8 ( 45 — C) ^ , /cm(iS—J)coi{jS-B) 

* r scuaìkìiB •* ■ ’r sen^seaZ? 

2.* Soluzione — Dalle espressioni di sen ^ , e cos^ si ricaveranno, come 
nel coso precedente , quelle delle tangenti da usarsi a preferenza quando 
si cercano due o tutti tre i lati incogniti. Sarà 


■B)cot{\S—cy 


lan ì à = ^ 
tanic= |/^ 


•cos j5cos(|5 — B) 
coi{\S — A)co%{\S — C)’ 

- «>87- <S cos { y 5 — C ) 
cos(i-5— //)cos(i5— /?)’ 
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e dividendo la seconda per la prima di queste ultime equazioni , e la 
terza per la prima , si avrà 

tanyi tan-fq co*(-5-.S — C) 

tan-^a cos(y5— ><) ’ lan-ga cos('i<S— 

Quindi lo formolo più comode per calcolare i tre lati incogniti , o due di 
essi saranno , 


■ / —coiiScoB(iS~Jr~ 

• r COB(iS — /^)cos(i5*-C)' 


C0lxÌ = C0t jo 


cob(ì5-“>^) 
C 08 ( i 5 — -tf) 


cotxC=cot ff a 


cog(i5— C) 


44 -> III' Caso. Dati due lati a,b e T angolo compreso tro- 
vare A , B , c. 

1.* <S'o/n;:ibne = Combinando gli clementi dati con ciascuno degl’in- 
cognili , si vede che convien cercare tre equazioni fra le lettere abC A., 
abC B , abC c. Le prime due, dovendo’ contenere due lati c due on- 
^i uno oppo^o e V altro àdiàcente , appartengono alla tehza combina* 
zione , e V ultima appartiene alla phima. Quindi le equazioni richieste di 
cui le formole (III) ed (I) offrono il modello, saranno (*), (§. a 5 , 27) 
cosàcos C=cotascnà — cot^senC 
cos o cos C= col à seta o — cot ^scn C 


„ cose — cosacosA * 

cos G = -7 — , 

scoasenA 

dalle quali si ottengono subito i seguenti valori degli elementi incogniti, 
,coi a 8^ A — - cos Cco8 A 


oot^= 


cot 5 = 


scn C 

cotAsena — cos Ccosa 


....... (12) 


scn C 


(io) 


cosc=8enascnàcosC+cosacosà . . .( 3 ) 


(*) Per lacilitare la scella delle eqnasioni appartcnenli alla HI combinationc non sarà 
inutile avverti-.'C che , per formare il primo membro di ciascuna di esse con la regola 
esposta nella nota del a/ , delle quattro lettere che deve contenere l' equazione , 
si tralasceranno il lato e l’ a'ngòlo ad esso opposto , e si adotteranno lo'due rimanenti. 
Per esempio, Tequazionc fra i quattro elementi aAC..^ si otterrà con la regola indicata, 
tralaKiando per la formazione del primo membro le lettere a, A, e adottando le A, C. 
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Queste forinole non sono comode a calcolarsi co' logarìUnt ; ma ese- 
guendo sulle medesime alcune modifìcazioni , se ne possono dedurre 
altre opportunissime pel calcolo numerico , nei caso che non si cerchino 
tutti tre gli elementi incogniti A,B,c. 

Debba primieramente determinarsi il solo angido A, oppure l’angolo A 
insieme al terzo lato c. Per cambiare in un prodotto il binomio rappre- 
sentante il numeratore del secondo membro dell’ equazione (12) , si ponga 

0010=008 67001 ^ (a) 

dove f dinota un angolo da determinarsi per mezzo di questa relazione. Sarà 


COt^: 


oca Coot f sen j — cos Ccos & 


• tea C 

co» C/cos9»en5 — cos^senV 




sea^p 


, e quindi 


%GsiC\ 

col^=.colC "°<*-'>> ( 6 ) 

L’ angolo A si otterrà da que^ formola, avendo prima calo)lato l’an- 
golo 9 mediante l’ equazione (a) da cui si ricava facilmente , 
lan^=:cos 67 tana. 

Quest’ultimo angolo dicesi ausiliario perchè col suo soccorso la for- 
molo originaria determinante l’ elemento incognito si cambia in un’ altra 
più comoda a calcolarsi co’ logaritmi. 

Lo stesso angelo 9 può introdursi nell’equazione ( 3 ) quando insieme 
con l’angolo A voglia determinarsi anche il terzo lato c. Si divida 
l’equazione indicala per sena, e si sostituisca a cota il suo valore 
cos 67 cot 9 ; si avrà , 

+ cric 

( sen 9 ) ' 


sena 


:COS( 


cose 


senacos ^cos(^— ^9) 


sen9 


(c). 


Questa formola servirà a calcolare il lato c; ma essa può rcndmi 
mollo più semplice introducendovi l’ angolo A già determinato. A tal 
(ine si divida l’ equazione (c) per la (à) , e sarà 

:sen 67 cot(à — 9)sena , 


cose 

CO{yi~ 
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e sostituendo a senC il suo valore dedotto dalla forinola (5), 

sen a 

una di quelle che il Signor Delambre chiama de' quattro seni, si avrà, 
dopo alcune facili riduzioni 
colc=cos^cof(ó — 9 ). 

Per calcolare gli elemoiti A,c , si adopreranno dunque le tre formole, 
tan^=tanacos C, cot A ^ ^ — ^,colc=cosy^cot(ó — $) . 

senip ' S 

Sia in secondo luogo da determinarsi il solo lato c. Nell’ equazione (3) 
si farà sen a cos (7=: cosatane , ed eseguita la sosti licione si otterrà, 

cosc=cosir tan< 6 seno + cosàjj=; . 

' ’ C08 9 

Le due formole per calcolare il lato e saranno dunque , 


tan 9 = tangcosC', cosc Trr*”^°*”* — — e si vede che l’angolo 9 è 

^ ' C05 ip o T 


lo stesso di quello adoperato precedentemente per determinare A ,c. 

2 .‘ Soluzione = he formole di Nepero sono preferibili alle prece- 
denti nelle applicazioni numeriche quando si cercano tutti tre gli ele- 
menti incogniti A,B,c, oppure i due angoli A^B. Questi ultimi si 
determinano per mezzo delle equazioni {C) (§■ 3o); 


tanY(^— 5) = cotj 


^ scn^(g-.3) 
sen j(a-4-6) ’ 


lani(//-f^)=cot|C 


C0Sy{0— -A) 
così(a-t-ó) 


poiché tutto essendo conosciuto ne’ secondi membri , si otterranno dal 
calcolo i valori de’ due archi, ^[A — B),\{A+B), che rappresen- 
tano la semidifferenza e la semisomma degli angoli incogniti ; per cui 
r angolo maggiore risulterà dall’ uguaglianza , 


A=\ — B), cd il minore daU’altra, 5= — if). 
Dopo aver cosi calcolati gli angoli A,B , si determinerà il terzo lato c 
con una delle rimanenti formole {D) di Nepero , per esempio 

ìani{a~—6)=laa ^ , la quale darà 


lan je = 


tcn\(A-hB) 
— B) 


tan X ( o — ò). 


8 
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Gli autori di Trìgooomctria , per la maggior parte , determinano il 

terzo lato e mediante l’equazione de’ seni, cioè senc=^^^^^, la qua- 
le , in apparenza più semplice della precedente , in realtà lo è meno , 
perchè i logaritmi che serrono a calcolare tan^c appartengono ad ar- 
chi già considerati nel calcolo delle due precedenti formole , e possono 
prepararsi con la stessa apertma di tarole che serve a troyare gli archi 
— 5 ),t(^+^)j eJ il seno e coseno di — h). Altronde la 

formola valori per l’arco e, uno supple- 


mento dell’ altro , nè la proprietà del triangolo sferico che al maggior 
angolo si oppone il maggior lato basta sempre a scegliere il lato che 
conviene al triangolo , potendo 'benissimo accadere che si l’ uno che 
l’altro valore di c occupi fra i tre lati lo stesso luogo in 

ordine di grandezza che l’angolo C occupa fra i tre angoli AyB,C. 
Per esemplo, formando un triangolo sferico co’ tre lati a= 4 -S®,à= 55 " , 
r?z=88®, gli angoli risulteranno, ^=82®. 56 '. 4", 3 ; ^=39®. 2'. i5",2; 
C= 129®. 47*" 18", 7 ; e supponendo conosciuti i cinque elementi 
a^b ,A fB yC j il terzo lato c determinato per mezzo del seno presen- 
terà i due valori, c= 88®, 0=92®, nè si saprà quale scegliere, per- 
chè ognuno di essi è maggiore di ciascuno degli altri due lati , come 
r angolo C è maggiore di ciascuno degli altri due angoli. In questo 
cnso non servirà neppure all’oggetto l’altra proprietà de’ triangoli sfe- 
rici che la somma di due lati deve esser minore , eguale o maggiore 
di 180® in corrispondenza della somma de’ due angoli opposti ; poiché 
C-\- A è minore di 180® al pari di C-^B, ed in corrispondenza. 


88® -fo 

92* + 


:i< 


180®, ed 


88® + A 
93® + à 


i< 


180® 


per cui rimane l’ incertezza sulla specie del lato c. Se in vece di sup- 
porre conosciuti i cinque elementi ayb,A,ByC, si supponessero dati 
gli altri cinque a,bycA,B, s’incontrerebbe lo stesso inconveniente 
nel determinare il terzo angolo C per mezzo del suo seno. 

IV. Caso. Dati due onyo/i A,Be</ il lato completo c, trovare a,b,C. 
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Per risolvere il problema dovranno cercarsi tre equazioni conlenenli 
le lettere ABc a , ABc b , ABc C. Le prime due appartengono alla 
TERZA combinazione e l’ idtima alla quarta ; e , formate, sul modello 
delle formole (III) e (IV) , sono 

cosi?co8<j=cota8enc — coL^8en^;cosyfcosc=cot^seno — oolBmiA-, 
csmC-^t-cosAcoìB , 

— ( 55 -n.» 8 ) 

dalle quali si ricavano i seguenti valori degli elementi richiesti , 

, catAieaB-4-c<MccmB , . 

OOta= ( 7 ) 

■on \ J / 


cot6= 


coxBs«aA-^-co%ccotA 


<x&C—maAmiBc(xic — cmAconB. . . . (i4). 

Queste soluzioni algebriche potranno » come nel precedente caso , ren- 
dersi più comode pe’ logaritmi e servire utilmente quando si cerca, 
uno de’ due lati a, o un lato a ed il terzo angolo f 7 , o Gnalmente il 
solo angolo C. 

Vogliasi in primo luogo determinare il lato a. Nell’ equazione (7) 
si faccia , 

coty^=co8ctan0 (a*) , e si avrà 

cosetantsen.ff+cos«c(M^ 

cota= , 

KQC 

cote ( 8cng8€n0- 4-coggco»fl \ 

8cnc( COBI V 

cota=colc^^^^^-^ .... {b')f la quale equazione servirà a calco- 
lare il lato a dopo aver ottenuto l’angolo 0 per mezzo della relazione (a‘) 
da cui si ricava cotd=cosctany^. 

Volendo insieme col lato a determinare anche il terzo angolo C, si di- 
vida l’equazione (i 4) per seny^, onde introdurvi l’angolo ausiliario 0, e 
si sostituisca a cot^ il suo valore, secondo la sup{)osizione {a') ; sarà 

emC „ _ (senJffcosò— -Renicosifj , 

-^sen/fcose — co8ctan6co8^=C(»cl -t >, onde 

senA ( coti ) 


.... (à% la quale equazione servirà a calco- 


^^=sen^cose — co8ctandcosi7=C(»cl- 
tetìA ( 

vsaAcoteKìiiB — «) . _ 

C 08 C/= i . . (cO. 
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Ma può oUcncrsi per C all’espressione più semplice facendolo dipen- 
dere dal Iato a già trovato. Si divida la forraola {c') per la {ò'), e si avrà 

=scn.^seactan(.ff — 0), e sostituendo a sen^^ il suo valore 

col o 


•en Csen a 
sene 


dedotto dalla formola de quadro seni si otterrà , dopo qual- 


che riduzione , 

cot C= cos a tan { 5— 6 ). 

Le formole che determinano a,C saranno dunque, 


cotd=cosetan.<^,cota= '^ ~ — ^,cot C'=cosatan( j?— 6). 


In Gne volendosi calcolare il solo angolo C, neirequaziooc (i4) si farà 
sen^cos<?==cosy^cotO , e si avrà, 

cos Css= co8.<i(oot 0 sen B — cos^) = ( ^— <> ) 

' ' sen# 

onde le due formole per ottenere l’ angolo C saranno , 

cot6=cosotan./^,cosCs= °”'^*^^^^~ - , nelle quali l’angolo 6 è lo 

stesso adoperato di sopra nel calcolo degli clementi a , C. 

2 .* Soluzione — he formole di Nepero si applicano con vantaggio 
a questo caso quando si vogliono determinare tutti gli clementi incogniti, 
oppure i due lati a,b. Questi due ulGmi si ottengono dalle equazioni (Z>), 

lanj(fl — A) = tanic — ^ , tan^(a + ^ ) = tanie — vmrirl 

poiché ne’ secondi membri tutto essendo conosciuto , il loro calcolo darà 
})cr mezzo delle tavole i valori dogli archi, {{a — b) , \ b) \ e 
quindi il lato maggiore a risulterà dall’ uguaglianza , 
a — {{a — ì) + t(u + A), cd il minore b dall’altra, 
b — \{a + b) — i(a — b). Il terzo angolo C si calcolerà per mezzo 
di una delle formole {€) di Nepero. Per esempio , dalla formola 

lani(y# — = coty , si avrà 

8cn^(a-tro) 

4 ■ r ,,, A n\ 

co\\C — — -lani(^— Z? . 
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§. V. Caso. Dati due lati a,b, e f angolo A opposto ad uno 
di essi , trovare B,c,G. 

I.* Soluzione = he equazioni che determinano gli elementi incogniti 
dovranno contenere le lettere aòA B , ab A c , abA C. La prima appar- 
tiene alla SECONDA combinazione , la seconda alla paima , c 1’ ultima alla 
TEAZA , onde la tre equazioni ricliicste , modellate sulle formule (li), 
( I ) , (Ili) saranno , { §§. aS, 26, 27 ) 

sen^ sena ^ ^ 




eosA= 


cosa— eoa 3 COI 0 




Ko^seoc 

008(70055 = 0010 860 4 — 001 ^^ 800(7 . . (12). 

Nella seconda di queste equazioni trovandosi il seno ed il coseno del- 
r elemento incognito e , per ottenere il valore di cos 0 dovrebbe sosti- 
tuirsi a seno il radicale equivalente V i— cos*c , ciò che farebbe mon- 
tare r equazione a secondo grado rispetto a cos c. Lo stesso accadcrebbe 
volendo determinare cosC nella equazione (12). Ciò dimostra che in ge- 
nerale questo caso ha due soluzioni , cioè gli elementi incogniti possono 
avere due valori che soddisfacciano egualmente alle eondizioni del proble- 
ma. L’equazione ( 4 .) quantunque di primo grado presenta anche due 
valqri per l’ angolo B , il quale vìen determinato per mezzo di un seno. 

Le equazioni (i) e (12) possono però risolversi mediante un angolo 
ausiliario , evitando la sostituzione del radicale che le farebbe salire al 
secondo grado. Dalla (1) ù ottiene 

cosy^sea3tenc-i-co83c(Hc=3Cosa; e ponendo cos^seniseos 3 tan<p, sarà 

cosà [ tan <p sene -I- cose] cos a, ovvero cosà ^^^ "■ =coso , e'quindi 


cos(e — 9) — 


cosaco8 9 


cosà 


Questa equazione servirà a calcolare il Iato c , avendo prima determi- 
nato l’angolo ausiliario 9 per mezzo dell'altra, cos/^scn 5 — cos5tan9, 
da cui si ricava, taa9=cos/^taa5. 
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Siinilmcntc l’ equazione (la) dà, 

cos &COS C=cota$enà , io cui facendo cotj^=cosàtanO , sarà 

, cos^[cos( 7 -(-tan 4 sen C]=cotasenà, cioè cosà^^^^^-^=cotasenà, ed in fine 
cos(^ 7 — 6 )=cotatanàcos 9 . 

L'angolo 6 si calcolerà per mezzo della supposizione col cosà tanO, 
onde le due formolc che determinano l’ angolo C saranno , 
cotO=cosàtan^ , cos(C — 0)=cotctanàcos0. 

A primo aspetto sembra ebe le formolc precedenti , determinando gli 
elementi e,Cper mezzo di un coseno, smentiscano l’ambiguità men- 
zionata di sopra inerente al presente caso. Ma deve riflettersi che nel 
trasformare l’equazione (i) si è avuto il binomio, sen^senc-t- cos^cose, al 
quale si può far corrispondere, tanto cos(c — 9), quanto cos(9— e); per 
cui , secondo la duplice supposizione di 

COs(e— 9)1 cosacosip 

cos(9 — c)) cosà * 

si avranno per c due valori cioè, e=(c~9)-f-9;c=9 — (9— c). Per 
esempio, supponendo che dal calcolo risulti 9=92° , e Taroo il cui coseno 

eguaglia l’ espressione 1 sia di 54 .®, si avrà, es=54.®+92®s=i4.6®, 

e c=92® — 54 .®= 38 ®. 

Similmente l’ angolo C potrà avere i due valori , 

C={C— 6 ) + e , e C=e— ( 0 — C 7 ). 

a.* Soluzione — La formolo ottenute dalla soluzione precedente sono 
le migliori quando si tratta di determinare un solo degli elementi inco- 
gniti B,C,C', ma il calcolo delle medesime riuscirebbe troppo lungo 
se dovessero trovarsi tutti, o due di essi. Allora saranno preferibili le 
formolo seguenti. 

Si cercherà primieramente l’ angolo B opposto al lato conosciuto b , 
per mezzo dell’ equazione (4) , de’ quattro seni , e si avrà 

„ Bcn^scn^ 

sen B= . 

sena 

In tal modo , essendo noti due lati c due angoli ad essi opposti , si 
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potranno applicare le formole di Nepero per trovare gli altri due ele- 
menti C,e. Serviranno all’uopo una delle formole (C) ed una delle ( 5 ); 
per esempio 


tani(^~^=cot^ , tani(a-3)=tanie ^"f,^^-f; 

seni(o-+-A) ’ *' ' “ seni(^-t-if) 

dalle quali si ricaveranno , * 

cot^C= — T-,lan|(^ — j5), tan^e= — — sftanfta — 6). 

#eni(a — n » Wiu\{A—B) ' 

Da queste formole apparisce ancora che il presente caso ha in generale 
due soluzioni ; poiché T angolo B determinato per un seno presenta due 
valori uno supplemento dell’ altro , i quali introdotti successivamente 
nelle formole che servono a calcolare C,c , danno anche per ciascuno 
di questi elcmmti due valori diversi. Vedremo però in seguito che spesso 
fra gli elementi dati esistono relazioni tali che ne risulta determinata la 
specie dell’ angolo B , ed oUora ha luogo una soluzione soltanto. 

VI. Caso. Dati due angoli A , B ed un lato a opposto ad uno 
di essi, trovare b,C,c. 

I.* Soluzione = cercheranno tre equazioni fra le lettere ABa h, 
ABa C , ABa e , delle quali la prima appartiene alla seconda combi- 
nazione , la seconda alla quarta , e l’ ultima alla terza , per cui le 
equazioni richieste di cui le formole (II), (IV), (III) danno il modello , 


saranno 

( 55 - 26 , 27 , 28 ) 


ktlA 

_ seno 


seuiB" 

sen& 

. . . . 


cos.i!^-»-eosi7cos C 

.... (i3) 

cosa= 

seuAseuC’ 


(7)- 


cos5cose=cotasenc — cotAseaB. 

Questo caso , come il precedente , ha in generale due soluzioni , e 
lo dimostrano le equazioni ( 4 ),(i 3 ),( 7 ) in cui gli elementi incogniti 
6,C,c si trovano nelle medesime circostanze considerate di sopra. 

Per risolvere le equazioni (i3) e ( 7 ) con un angolo ausiliario si scri- 
vano nel modo seguente , 

cwawoJ?seaC — cosJffcos C—cotA ; colasene— -cos^oosc » col ^rfsen A 
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c nella prima si ponga, cosasen^=cos^coti^' , e nella seconda, 

cola=cosi?cotd'. Fatte le riduzioni^ l’angolo C rimarrà determinato 

per mezzo delle due equazioni , 

_ , _ cos^sen^' 

cotqi =cosotan.ff,sen(C— -^ )= — - , 

ed il lato c con le altre due , 

tan 6' = cos 5 tan a , sen ( c — 0' ) = tan 5 cot ^sen 0'. 

Queste formole sono comode quando non si Toglia determinare che un 
solo degli elementi incogniti. 

2.* Soluzione = L’ equazione ( 4 .) insieme alle analogie di Nepero sono 
in questo caso preferibili ad ogni altro sistema di formole allorché deb- 
bonsi determinare i tre elementi ignoti , o due di essi. Si arrà , ana- 
logamente a ciò che si é praticato di sopra pel Y caso , 


senà= 


sen sen a 
«ìtìA ’ 


cotxC= 


scni(a-»-i ) 
seni(a— 4) 


tan — B)i 


tan jc= 


8 cn.j-(.^ — B) 


tanx(a — 1 >)- 


É notabile che gli autori di Trigonometria sferica , per la maggior 
parte , non applicano le formole di Nepero alla risoluzione di questo 
caso c del precedente , mentre , dalle distinzioni da noi fatte intorno 
alla convenienza de’ diversi sistemi di formole , apparisce chiaramente 
che le analogie neperiane riescono in questi due ultimi casi molto più 
utili che nel III e nel lY , a’ quali si fanno d’ ordinario servire esclu- 
sivamente. 

4 - 6 . Nella precedente esposizione delle formole e delle regole ne- 
cessarie per la risoluzione de’ triangoli sferici si è dovuta notare la stretta 
analogia che hanno fra loro , il I col II caso , il III col lY , ed il V 
cx)l YI. A confermare questa osservazione, ricordiamo essersi veduto nei 
§§. 29 e 34 che le forinole le quali risolvono il primo caso applicale 
a’ triangoli polari danno immediatamente quelle che risolvono il secondo. 
Allo stesso modo, applicando a’ triangoli polari le equazioni (12), (io), ( 3 ), 
o le formolo (C) di Nepero che risolvono il terzo caso , si otterrebbero 
facilmente le equazioni ( 7 ),( 8 ),(i 4 ) , e le formole (Z>) di Nepero che 
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lisolToao il quarto caso , e similmente dalle formole del V caso si rir 
caverebbero quelle del VI. Queste considerazioni dimostrano che nella 
Trigonometria sferica vi sono, a rigore, soltanto tre casi essenzialmente 
diversi fra loro , cioè I , III , Y ; non essendo gli altri tre ebe questi 
medesimi applicati a’ triangoli polari. 

§. 4-7 • Le trasformazioni adoperate nella risoluzione degli ultimi quat* 
tro casi de’ triangoli obliquangoli , o per rendere più comode le for- 
molo pel calcolo logaritmico , come ne’ casi III e IV , o per evitare la 
risoluzione delle equazioni di 2 .* grado, come nei casi V e. VI, è chiaro 
che di]>ondono interamente dalla supposizione che si fa introducendo 
l’angolo ausiliario. A primo aspetto non si conosce quale criterio ab- 
bia regolato quelle supposizioni , le quali non vengono poi giustiCcate 
se non da’ risultomcnli che se ne ottengono. Ma sarà facile mostrare 
come in qualunque caso possa stabilirsi l’equazione determinante l’an- 
golo ausiliario. 

L’ oggetto delle indicate trasformazioni è di cambiare in un monomio 
il binomio della forma ±/^scn»± j^cos» che s’incontra nella risolo- 
zione de’ triangoli. I coelficicnti P, Q sono funzioni degli elementi noli del 
triangolo , ed a è uno degli clementi, dato o incognito, secondo i diversi 
casi. Se al binomio proposto potesse darsi la forma di uno dei seguenti, 
tany^scna-f- cosa, col ./^seu»-t-cos»,sen» — tan./^cos» etc. 
c simili , è chiaro che si sarebbe ottenuto l’ intento , poiché queste for- 

— ») 9ea(*—A) 

coi A 


mole equivalgono a 


etc. (§.3). 


cos A ’ sen A 

Si moltiplichi e si divida per Qo per P il binomio suddetto + /’scn» 
zhiPcos*, e si avrà, 

lP| ±:^scn»nicos»|, o pure, /^|±;sen»±:^cos»| , 

nc’ quali prodotti il fattore bìnomiale prenderà immediatamente la for- 
ma di una delle espressioni sopra indicate se si ponga , 

P P 

^=tan 9 , ovvero , — = col>|. , 

^=tan4' , ovvero, -^ = cot 9 , < 
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ossia se nel binomio rt /*sen * j^cos « , si faccia una delle due se- 
guenti supposizioni, P=Q\suì. 9(, P=Qcoi-^ y giacche le altre due, 

^=tan>|., p=col^ rircngono allo stesso. Basterà dunque eguagliare 

il coefficiente di ttn termine a quello deir altro termine moUiplicaio 
per la tangente o per la cotangente di un angolo ausiliario. 

Non altrimenti sono stale regolate le trasformazioni praticate negli 
ultimi quattro casi della risoluzione de’ triangoli obliquangoli. Solamente 
fra le due supposizioni che possono aver luogo nel determinare l’an- 
golo ausiliario si è scelta quella che rendeva più semplici le formole , 
(^vitando pure in alcune circostanze la supposizione die avrebbe dato un 
binomio della forma, senàscn^ — cosàcos?, equivalente al coseno ne- 
gativo, •— cos(à-|-9). Per ricordarsi poi facilmente di tutte le suppo- 
sizioni latte per 1’ angolo ausiliario nella risoluzione de’ triangoli obli- 
quangoli esposta di sopra, gioverà notare; i.® che si è sempre scelto 
il coefficiente più composto del binomio per uguagliarlo al più sem- 
plice moltiplicato per la tangente o cotangente delt angolo ausilia- 
rio; così nel binomio, coty^sen B-\- cose cosasi fc fatto coty#= cose tanfi, 
e non, cose=coty^taufi: 2.® che si è usata la tangente 
ausiliario quando il binomio era una somma , e la cotangente quan- 
do era una differenza. 

Finalmente sarà utile osservare che gli angoli ausiliarii di cui si ra- 
giona rappresentano geometricamente un cateto o un angolo obliquo di 
uno de’ due triangoli rettangoli che emergono dal triangolo obliquan- 
golo proposto quando da un vertice di esso si abbassa un arco perpen- 
dicolare sulla base. Per esempio nel caso 111 Tcquazionc, cota=cot9cosf7 
determinante l’ angolo ausiliario , in virtù del teorema 4*'’ del 3a , 
dimostra che a e 9 sono l’ ipotenusa ed un cateto di triangolo rettangolo, e 
C l’angolo da essi compreso, c si riconoscerà subito che un tal triangolo 
h uno de’ due che risultano abbassando dal vertice del proposto triangolo 
jig ABC un arco perpendicolare sulla base AC\ per cui dagli stessi triangoli 
rettangoli si ricavano con facilità le formole contenenti l’ angolo ausiliario 
già trovate analiticamente por la risoluzione del triangolo obliquangolo. 
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la Litli , si pon^ il segmento CDsaif , ed il triangolo rettangolo BCD darà 
le due nguaglianze, coto=acoti|)CosC,scny=^ ^^ ; ma dall’altro triangolo BDJ, 


in cui il lato 2)y^=4 — <p, si ottiene ancora, scn (4— 9)=s:-j^^ , dunipie uguagliando 
fra loro i valori di tauBD si avrà, sen9tanCs=sen(4— 9)tanj#, e quindi 


tan^= 


s«n f tan C 
scn(4 — 9) 


ovvero coiA-= 


son(4 — 9)cott7 


senf 


Finalmente il secondo triangolo BAD darà coto=cot(4 — ip)c08>f , per cui le for^ 
mole che determinano gli elementi A,o saranno, come nel $. 44? 


tan(D = cosCtana, cot^=^^^^^^ — 9)co^ cotc=scot(4 — o) cos 

T ’ lenf ’ ' 

Con nn procedimento analoga , ponendo l’angolo =3 0 , si ricavano dagli stessi 
triangoli rettangoli BCD , BAD le formolo che nel lY caso servono a calcolare gli 
elementi a , C. 

Per gli ultimi due casi la perpendicolare dovrà abbassarsi dal vertice (7 , e gii 
angoli ausiliarii per determinare gl< elementi e,C saranno nel V caso, AE=<f , 
ACE=0 ; e nel VI caso, BE—t ' , BCE=<f'. 

Tutte queste formolo dedotte da’ triangoli rettangoli parziali, essendo identiche 
con quelle dimostrato nc’§$. 44 b analiticamente c senza dipendere da conside- 
razioni geometriche , dovranno rimanere le stesso , sia che la perpendicolare abbas- 
sata cada dentro ,sia che cada fuori del triangolo obliquangolo proposto. Lasciamo 
al lettore la cura di vcriCcare una tale asserzione. 

Qui si potrà diro da alcuno che il metodd precedente avrebbe dovnto essere 
preferito , perchè più breve , a quello adoperato ne’ §§. 44 « 41> per ottenere lo 
formole contenenti l’ angolo ausiliario ; ma la via analitica ivi seguita , oltre che 
fa derivare regolarmente queste soluzioni numeriche dalle loro corrispondenti alge- 
briche , è sempre più facile a ritenersi a memoria , c risparmia ogni discussione od 
esame diretto a dimostrare che le furmolc dedotte dalla figura in una determinata 
posizione de* dati , sono applicabili a qualunque altra. 

§. 48- Nella risoluzione de’ triangoli obliquangoli si trovano , come in quella 
de’ triangoli rettangoli , determinati alcuni elementi del triangolo sferico per mezzo 
del coseno o del seno , i quali allorché differiscono pochissimo dall' unità , non danno 
con molta esattezza gli archi corrispondenti , a motivo della imperfezione delle tavole 
trigonometriche. 

Nc' primi due casi., quando si cerca nn solo degli elementi incogniti c non vo- 
glia adoperarsi la forroolà di tan^ , si usa iudifTercntemente quella di sen-ì , o l’al- 

• 
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tra di oos|; ma per oTTÌare all’ iaaitteiza delle tarole bisognerà servirsi a pref^ 
ronza della formola del seno , se l' elemento da determinarsi è molto piccolo , c della 
formola del coseno , se dilTerisco poco da iSo". 

Nel III e nel IV caso le formole che determinano il terzo lato c , o il terzo 
angolo C , possono andar soggette all’ inconveniente accennato, e Io stesso deve dirsi 
delle formole che negli ultimi due casi servono a calcolare uno degli elementi in* 
cogniti per mezzo dell' angolo ausiliario. A tutte queste formole , quando si trovassero 
in difetto per l' indicata imperfezione delle tavole , bisognerà applicare il princìpio 
generale esposto nel §. ì avendosi co&x — F^ si farà lanz = /’, e l'arcox 
si otterrà dalla formola, tan-jxs7^tau(41>''~~2); e se si abbia scnx = f, si farà, 
tanz = /’, e l’arco x sarà dato dall’ eguaglianza, tan(45®-- |x) =1^ t.m(41>” — s). 

Cosi , per esempio , le formole che nel III caso servono a calcolare il lato e 
si cambieranno nello seguenti , 


_ cosacosfA — •) , 

tan 9 = tana cose;, tanz^ , lan^csssr tan(4o“ — s) 

Ma la formola originaria, cose=sena8enàcosC+cosacosà dalla quale queste 
ultime dipendono potrebbe anche trasformarsi diversamente. Si sostituisca a cosC il 
suo valore i — 28 Cu*’ C, e si avrà cos[c=s:cos(a— à) — ascnasenàsen* ! C, e sosti, 
tuendo similmente acose, cos(a — à) le loro espressioni equivalenti, i — asen*|c, 
1— ascn»i(o — b) , si otterrà facilmente 
sen* jc=8cn*^(a — à)-i-sonascnàsen*^ C 

scn A scn à sen* ^ (7) 
i»i(a— à) y 


=scn*i (a— à)| I- 


sen* 


Si faccia 


sen a sen à sen* C 


= tan*y , c sarà 


sen» 5 (a — b) 
seu»^ c:^8en»s(a — à)[i-htan»y] 

::;=scn» J (o — à)sec*y , e quindi 
sen I (a — b) 


sen jc: 


cosy 


cosi si calcolerà il lato c dopo aver determinato l’angolo per mezzo dell’equazione 
sen i C 


tany = - 


■1^ sen asenà 


sen5(o — à) 

Con un procedimento interamente simile si troveranno lo altre due formole , 

cos-sC y cos^-fa-i-à) 

tanr = — ~y senascnà, cos:C = , 

cos-‘(a-t-à) * coso 

avvertendo soltanto di cambiare cosC,cosc, e eos(a-j-à) nello espressioni con- 
tenenti il coseno metà in vece di quelle contenenti il seno metà. Si userà poi la 
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forinola del tono so il lato e da detenniDsrsi è molto piccolo e ({uells dol coseno se 
differisce poco da i8o“. 

Non sari diiScilo trovare le formolo analoghe per determinare il terso angolo C 
nel IV caso. Eccole 


tany' = 


cos-J-c 
— B) 


f^aeaJscnB, coe^C: 


Kni(J—B) 

cosy' 


, sen~c -X : r, 

tane — j—y seu^àseuB . 

cos~(J-i-B) 




cosiU-+-ff) 


Analisi de casi dubbi della Trigonomeiria sferica. 


49* Abbiamo veduto che negli ultimi due cosi V e VI le formolo 
determinanti gli elementi incogniti offrono per ciascuno di essi due di- 
versi valori. In generale il problema ha dunque due soluzioni , ma 
non sempre con gli stessi elementi dati si possono formare due trian- 
goli diversi , e quindi la doppia soluzione trigonometrica non ha sem- 
pre luogo, ed anzi non- si vcriCca neanche nella terza parte delle com- 
binazioni possibili. 

Per discutere dirottamente o completamente questo argomento , ci è sembrato 
che la via migliora fosse quella di esaminare le radici di una delle oquaàoni di 2.0 
grado cui n perviene volendo delorminare gli elementi c , C con lo formolo generali. 

Nel V caso il lato e deve determinarsi per mezzo della equazione , 


. cosa— cosicosc . , , 

emA= : , ovvero.cos-fsenosenc= coso — coso coso 

waoieue 

* - - - - - 

da cui eliminando seno mediante la foratola senc = r i — cus*c, si ha 

cos* j<tsen*i ( I — cos» c) =cos* 0 — 2 coso cosdcosc-i-cos*dco8*c, 
ed ordinando rispetto a cose , 

cosaoosS oos>.tfscn>0— cos>a 

COS*C — 2 7- ;COSC = r- : . 

cos-0-^casa^sen*o cos>i-t-cos>^acn>0 

Si pub dare al denominatore cos*d+cos*.<<f8en*d im’ altra forma, sostituendo a 
cos*./^ l’espressione equivalente i — son*.i^; e l’ equazione si cambierà in. 


cosacosO oos>.!ficn>0— oos-a , . , , , 

cos*e — 2 : — 7— — 7 Cosc=5 7 r- , cho risoluta darà. 


1 — icn>./scn>0 


I — scn» Jsca^b 


cose: 


coaaeo80+IXcot».<scn>0f 1 —sen».^scn»OI— costai i— sen»..^«en»A— ««»0) 


1 — sen>^ten>0 
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fi9-9- 


cosc = 


co*ocwt'^~l/^cos»^s<!n» 1 — «on» Asen^b — co.-»o) 


1 — sca»^scii»ó 


cose = 


coiaoos^-4-l/co««^scii»A(sen»a — seifAien^b) 


, e per ultimo 
(A). 


1 — sea»//*cn»6 

Si ponga senjdfscu j=sen/; , e si avrà i— gen*^sen*i=st — sen*/B^cos*/> , ed 


cose 


cosa cosi ^ I / cos>/^s<-n»A |/^ 

coep oosp — V cos»p V 


— scn‘Afcn’b — cos>a 


oos>^ 


e cambiando oos*^scn* 6 m,sen*£ — sen*Asen*y^= i — cos*4— scn*^sea*^, e so- 
stituendo in ambedue i radicali cos*/> ad i— sen*^sen*d , si avrà 


cosi cosa , a / cos> 0 — cos>5 ■ / 

C06C = ±1/ •. 1/ 

cos;> co»p r cus*/( r 


cos>^ — cos>a 


co»*/> 


cosS cosa ^ I / /(-os4\s •/ /coso\» 

cosp cos/l r \cospJ V VOOS/)/ 


Ridotte le radici dell' equazione sotto questa forma , sarà facile assegnarne il valore 
geometrico. 

§. 5o. Rappresenti CAB il triangolo sferico in cui sono dati il Iato CÀ=b , 
l'angolo CAB=A , il Iato ad esso opposto CB=a. Dal punto C si abbassi l’arco 
CD perpendicolare sul lato AB prolungato , e preso DB'— DB, si conduca l’arco 
di cerchio massimo CB'. Nel triangolo rettangolo ACD, in cui si conoscono l’ ipo- 
tenusa b e l’angolo A si avrà, senà= *^^^ , e senf7Z7=sen£sen./tl , OWCTO in- 
dicando l’arca CD con p, sen/>=sscn(seny^; e qui si avverte che, quantunque /i 
sia data per mezzo di un seno , non va soggetta ad ambiguità , dovendo la perpen- 
dicolare essere della stessa specie dell’ angolo opposto A conosciuto ( §. 33 ). Il me- 
desimo triangolo darà pure > 


coiAD=s^^^^=^^ , e quindi waAD=sJ ^ i — cos‘.^XI=l/ i — . 
cosCZ) ecap ‘ V \oatp/ 

L’altro triangolo rettangolo in cui BC=a, darà infine, cos BD 


patp/ 

rosflC cosa 
’ wCD cos/i ’ 


onde, KnBD~y i — cos»^D=^ i — 
Ciò posto, l’espressione trovata di sopra 


cosi cosa , . / /cosivi . / Aosa\* 

cosc»=-— • -—± 1 / 1 — ( 1 . 1/ I — ( ) , SI cambierà w 

cos/> cos;j r \Qosjt/ V \cosp/ 
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co* c = co« JDcoi SD-+- len ÀDttn BD , OTvero 
CMesscos(^Z>+J 9 Z)) , e passando da’ coseni agli archi , 

csssAD'^BD. 

Ma per costruzione BD'ssBDf dunque i due Talori del lato o sanumo, 
IAD—BD=AB 

^'^\ad~^bd'=ab' 

e qubdi tì saranno in generalo due triangoli CAB , CAB* cho risolvono (Qualmente 
il problema. In fatti, i triangoli rettangoli CBD , CDB* essendo simmetrici, avranoo 
tutti i loro elementi rispettivamente uguali , e sarà CB* = CB=a , per cui il tri- 
angolo sferico CAB' riuscirà , come il CAB., formato con gli stessi due lati CA = b, 
CB'ssa, e con l’angolo opposto CAB's=A. 

Le condizioni trigonometriche che in molti casi annullano una , o ambedue le 
soluzioni , sono evidentemente le seguenti , 

i.° 1/ lato c non può essere negativo, 
s.o il lato c non può essere zero , 

3 .V il lato c non può eguagliare 180° , 

4-® il lato c non può superare 180®. 

Laonde la soluzione c=AD—BD svanirà quando BD=zAD, o'ppue BD'> AD^ 
e la soluzione c = AD-\-BD non avrà luogo se AD BD = , o pure 

AD-^BD'> 180®, vale a dire se BD=nSo’‘ — AD, o pure BD"> 180®— ■///?. 

Si veriGchcrauno dunque duo soluzioni sempre che si avrà 
BD<,AD, e nello stesso tempo, BD<C 180°— AD. 

Vi sarà una soluzione soltanto allorché , 

JZ>> AD , e nello stesso tempo , BD < 180® — AD , o pure 

BDzssAD, e BD AD , o pure 

BD <^AD , e BD = i8o° — AD, o pure 

BD<AD,e BD> iìqo— AD. 

Finalmente non vi sarà soluzione alcuna se si veriiìchcrà , 

BD'> AD , ed insieme .... BD=iio<>—AD., o pure 

BD~> AD , e BD'i> AD , 0 pure 

BD=AD , e » BD=iio’>—AD , o pure 

BD=AD,e BD>iio° — AD. 

$. 5 i. Queste relazioni possono cambiarsi in altre dipendenti immediatamente 
dagli elementi dati, c per brevità noi eseguiremo le trasformazioni opportune soltanto 
sulle relazioni riguardanti la doppia soluzione , giacché lo stesso discorso si applica 
facilmente a tutte le altre. 

In primo luogo potremo sostituire i coseni agli archi , avvertendo che siccome 
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i coseni dinùnoiscono al crescer degli archi e viceversa, coù lo relaxioni di dùngua* 
gUanza tra gli archi divengono opposte fra i loro coseni. Sari 

per due toluiioni 

cos BD'^ co» JD , e nello stesso tempo cosifi^>cos( iSo®— , ostia 

cosBD'^ — eosAD , 

e sosUtnendo a easBD , eosAD, i loro valori analitici si avrà 

per due soluzioni 


cosa^ casS n . , coso. cosi 

- — > , e nello stesso tempo, > . 

coep Qosp cosp cosp 

Faremo inoltre sparire la perpendicolare p da queste relazioni , introducendovi 
l’ angolo dato A. A tal fìne riflettiamo che quando tra duo frazioni aventi lo stesso 
denominatore esisto una relazione di disuguaglianza , ed il denominatore comune sia 
positivo , la medesima relazione dovrà sussistere fra i numeratori , cd al contrario se 
il donominaloro comune è negativo , la relazione di disuguaglianza fra i numeratori 
dev’ essere opposta a quella che ha luogo tra le frazioni. Applicando questo princi* 
pio al nostro caso, se il denominatore cosp è positivo, si potrà cancellare dalle prò» 
cedenti relazioni senza cambiare i segni delle ineguaglianze, 0 so è negativo si cani» 
celierà mutando i segni medesimi ; ma cosp è positivo o negativo secondo la specie 
dell’ arco p , la quale devo esser la stessa di quella dell’ angolo A, dunque si cancellcrè 
il denominatore cosp dalle precedenti relazioni , lasciando i loro segni quali sono se 
^ <go°, e cambiandoli negli opposti so A~^ go°. Si verificheranno perciò due soluzioni 
quando A , e nello stesso tempo, cosa> cosà , e cosa>-— cosà, oppure 

piando A'^ ^o'» , e cosa<cosà, cosa<~cosà 

e ritornando da’ coseni agli archi , si avrà finalmente che 
te A<^ go® , ed «<à, a-t-à< i8o° 


si verijieano due toluziovS. 


te A~> go® , ed o> à , a-t-à> i8o“ 

Con lo stesso ragionamento si troveranno i seguenti criterii per distinguere quando 
v' ha una soluzione soltanto e quando non ve n* è alcuna , avvertendo che da cia> 
acuna delle relazioni notate nel $. precedente se ne ricavano duo. 

Se A<C. 90® , ed 6 , a -t-à < i8o® 
go® , . . a <à , a-t-à > 180® 

A <C go® , . . a=b , a-hà 180® 

A"^ go® , . . a = 6 , 180® 

A<^go°, .. fl<à, a-f-à=i8o® 

•^>9°®) •• o'> 6 , a-t-à=i8o® 

A < 90® , . . a<l 6 , o-f-à> 180® 

•• a-t-à<i8o® 


una soluzione 
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SeJ<^goo, ej a>i, o-+- 4 s=i 8 o® 

•• 0+4=180® 

jé <C.go° , .. a~>b, 0+4 >180® 

90® , . . o < 4 , o-r -4 < 180® 

>#<90® , . . 0=4 , 0+4= 180® 

■^>9®®» fl== 4 , 0 + 4=180® 

^<9®® , . . 0=4 , o+ 4 > 180® 

90® , . . 0 = 4 , 0+4 < 180® 

§. So. Si può anche dctermmare la specie, o il valore dell’angolo B opposto al 
lato 4 allorché, a norma de’ precedenti critcrii, deve verificarsi una soluzione soltanto. 
In fatti si sa che in un triangolo sferico qualunque al maggior lato si oppone il mag- 
gior angolo, e che, so la somma di due lati è eguale, madore o minore di 180®, 
la stessa relazione deve sussistere fra gii angoli opposti ( §• 87 ) ; per la qual cosa 
se fl> 4 , a+ 4 <i 8 o®, dovrà essere ancora, B , jrf+ 5 <i 8 o», ovvero, 
B<^A, e Bc^i 8 o’‘ — A. L’angolo B è dunque minore di un angolo qualunque.##, 
non meno che dei suo supplemento , e dalla simultanea esistenza di queste due re- 
lazioni risulta che l’ angolo B dev’ essere acuto : perchè se .## è acuto , l’ angolo B , 
essendo minore di A , sarà pure acuto ; e k A è ottuso , il suo supplemento sarà 
acuto, e B, dovendo esser minore di un tal suppleménto, sarà parimente acuto. 
Allo stesso modo, so a < 4 , a + 4 > 180® , sarà A<C.Bf A-^B~> 180® , ovvero , 
B'>A, B'> i 8 o°—A, le quali relazioni dimostrano che S è maggiore di 90®. 
In fine dall’uguaglianza a =4 si ricava subito B=sA^ e dall’altra a +4 = i8o® 
si ricava BssiSo^—A. 

Aggiungendo alle relazioni trovate nel §. precedente queste ultime riguardanti 
r angolo B , classificandole ed omettendo le ripetute , si formerà il seguente quadro; 

Nel V caso. 

Qualunque sia («>■ A , a + ^ *80® una soluzione, e ^-<90® 

A , se (a< 4 ,a + A>i8o® una soluzione, e 90® 

+ 80® due soluzioni, 

a=b , a + i 180® una soluzione, e B=. A 
a ,a-\-b=s 180® una soluzione, e B=^ 1 80®— y/ 
a>- + 180® 
a> 4 ,a-f-A=i 8 o" 
a—b,a-Yb'^ 180® 
a=: 4 ,a + 6=s:i8o® 

IO 
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I fl >• ó , o + A i8o® due soluzioni, 
a=6 ,a-\- Ò’P” 1 8 o® una soluzione, e B= A 
a > i , o + d = i8o“ una soluzione, e B= i8o ° — A 
a<6,a + ó<i8o® J 

rt<'ó,a + d=i8o®( , . 

I . » ^ o „ I nessuna soluzione. 
a=6,a + 3<i8o®l 

o==i ,a + A=i8o*^ 

Questo quadro de’critcrii atti a distinguere le soluzioni doppie dalle semplici 
nel V caso , è forse il più completo di quanti se ne trovano ne’ vari! trattati di 
Trigonometria sinora pubblicati. Esso differisce pure notabilmente da quelli de* Si- 
gnori Bertrand^ Legendre , Lacroix etc. per la forma delle relazioni che lo com- 
pongono , le quali ci sembrano piu esatte delle altre già conosciute. In fatti si dice, 
per esempio , che vi è una sola soluzione quando A go ° , b < go° b , ma non 
si aggiunge che questa soluzione sussiste sino a che la somma a-i-b de’ due lati 
rimane minore di 1 8o° ; che se insieme colle relazioni , A < go® , b < go® , o > A 
si verificasse l’altra a-t-i=i8o®, oppure o-i-i>i8o®, j)on vi sarebbe soluzione 
alcuna. Il caso generale dell’ unica soluzione non è dunque esattamente definito se 
non dalla simultanea esistenza delle due relazioni a > d , a+6 < i8o® , o delle altre 
due 180®; ed introducendo nell’analisi del Legendre la considera- 

zione deir assurdità de’ dati in molte circostanze , è facile verificare che i sintòmi ri- 
guardanti l’unio.i soluzione risultano indipendenti dalla specie di ^ c da quella di b, 
come nel quadro precedente. ÀI contrario il caso particolare di £ = go®, in cui si ve- 
rificano due soluzioni, è compreso nelle relazioni generali go®, a< d, a -i-d< 180®, 
ed /^>go®o>à,o-+-à>i8o®, del nostro quadro, e ntm può rendersi indipenden- 
te dalla specie di A coma comunemente si suppone ; perchè quando A go® c 
^=go®, se nello stesso tempo a = à,oa>£, non v’è alcuna soluzione , e cosi 
pure quando go®, 6 = go®, ed insieme a=&,o a < d. Quindi è che non ab- 

biam creduto di dover considerare nn tal caso separatamente , ed altronde il metodo 
da noi seguito nell’attuale ricerca non gli accordava un luogo speciale. 

§. 53 . Per ultimare la discussione dello radici ( 4 ) dell' equazione di a.® grado 
in c (§.49), osserveremo che quando sena=scny/sen 4 , il radicale svanisce, 

. , cosacosà cosacusA cosà ..... , , 1 • n 

c SI ha co 3 c= = ■ — , cioè il triangolo e rettangolo in n, per 

I— scn*a cos«a coso o o ■ 

cui ammette una soluzione soltanto. Quando poi sena <seu^scu 4 , il radicale di- 
viene immaginario, e quindi non può esservi alcuna soluzione ; c poiché il prodotto 
sen/rfsenà equivale al seno della perpendicolare CD, ( §. 5 o ) non vi sarà soluzione 
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■Icona quando sena < sen CD. Se a e CD sono scùnori di un quadrante , questa jig. g, 
reìasione si cambia in a < CD , ed indica che non può sussistere il triangolo al- 
lorché il lato CB è minore della perpendicolare CD abbassata dal vortice C sulla 
baae AB , analogamente a ciò che si veriGca pd triangolo rettilineo ($. ao). 

Ma nel triangolo sferico la perpendicolare non è sempre H minimo fra gli archi 
condotti da un punto C agl’ infiniti ponti dell* arco AB ; essa è minima quando il 
fuso sferico AA' è acutangolo , e massima quando é ottusangolo. In fatti nella for- 
mola cosa=cosBDcoiCD data dal triangolo rettangolo BCD il valore numerico 
di cosa, prodotto di due coseni, dovendo esser minore di quello di nno di essi 
eoa CD , se CD < go® sarà sempre a > CD , e se CD > go® sarà sempre a < CD^ 
e si sa che CD ò minore o maggiore di go” inwptno con l’angolo >^(§. 33 ). Or 
la relazione sen a < sen CD , quando CD < 90° si cambia evidentemento in una 
delle due a<C,CD, a> 180® — CD, e quando CD'^go’‘ in una delle altre due 
d>CZ>,a<i8o° — CD: e poiché la minima perpendicolare nel fuso acutangolo 
è supplemento della massima nel fuso ottusangolo , che insieme col primo compon- 
gono la superficie di un emisfero , queste* quattro relesioni si riducono a due , e 
dimostrano che il triangolo é impossìbile allorché il lato a è minore delia perpen- 
dicolare nel fuso acutangolo o maggioro della oorrispondente nel fuso ottusangolo. 

La relazione sena < sen .>^sen& abbraccia dunque lauto il caso di assurdità in cui 
il lato a è minore della minima perpendicolare quanto l’ altro in cui é maggiore 
della massima. 

L’ assurdità di cui si ragiona é diversa ed indipendente da qudia considerata 
nel S- precedente ; ivi svanisce ogni soluzione quando i valori di 0 escono da’ limiU 
di grandezza o dal modo di esìstere assegnali ad un lato di triangolo sferico, e qui, 
senza che ciò avvenga , il triangolo sferico non può getHuelrìcamente costruirsi eoa 
gli elementi dati, se sussiste fra essi la relazione sena < sen jdsen^. 

$. 54. Finalmente se A=go° , il triangolo essendo rettangolo , ammette tma 
soluzione soltanto. Questa soluzione però esisterà finché si verificheranno tra a 
e 6 le relazioni che nel quadra del §. sono indipendenti dalla specie di A^ per- 
chè tutto le relazioni riguardanti la supposiiione di >d<go® o di A'>go '> , eccet- 
tuate le nllìmo , as=^,a+ 6 = i 8 o®, sarebbero assurde pel triangolo rettangolo. 

Si sa, per esempio, che quando a<^ ,a- 4 -&< 180® , anche 180® — 

c per ciò che si è detto nel §. Sa , U coesistenza di queste due ineguaglianze di» 
mostra che A è minore di go® , lo che ò contraddittorio coll’ ipotesi di A sago". 
Dunque le relazioni a<^,a + ^< 180® escludono ogni soluzione nel caso del trian- 
golo rettangolo , ed un simile discorso si potrà applicare a tutte le altre. Le sole 
asx^,a- 4 -i = 180® non sono assurde, perché danno A=sB^tdo’> ^ ma allora il 
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triangolo è birettangolo , ed i leni elementi C , e riescono eguali fra loro ed inde* 

terminati , siccome si ricava ancora dalle formolo cose=^^, cos , che ri- 

sol Tono il IV caso de’ triangoli rettangoli, facendo in esse a = 6=sgo°. In fatti. 


quelle due formolo, divise una per l’altra, danno subito l’uguaslianza, 

’ ’ cosò seni’ 

nella supposixione di as=6ss=goo diviene, cosc=scosC e dimostra che e=C; e 


ciascuna di esso , nella stessa ipotesi , offre per cose o per eosC il simbolo ~ delle 

0 

quantità indeterminate. 

§. 55. L’ analisi del VI caso si può far dipendere dalia precedente del V , in 
virtù dell’ analogia («servata nel §. 4-f>- Dnti due angoli ed il lato opposto a. 


il terzo angolo C vien determinato dalla formola , cosa: 


cos./<-4-c«5cosC 


la quale, 


sen/tscnC 

eliminando senC per mezzo della relazione sen* C=s i — cos* C, si cambia in una 
equazione di a.* grado , che trattata perfettamente <x>me quella in cose nel §. 49 darà 
— co» y4 cos n -Hscn ffcosal/scii*.,^— sen> Stenda 


COS C=- 


1 — sen» itsen> a 


Si facciano C=x8o« — c',//=i8o® — a',if*ai8o®— ò',a = i8o®— , e sosti- 
tuendo questi valori nell’ espressione precedente si avrà con un poco di attenzione , 

, coia'oofé'-t-iicn4'eoSi<'I'^sen*a' — sen>4'scn»y<' 

cose' s=- =— j, 

1 — sen» 6' sen» d' 

Le ({uali radici di s(M;ondo grado , presentando la stessa identica forma di quelle (à) 
del §. 4o , dimostrano che l' arco o' può considerarsi <mme terzo lato di un trian- 
golo sferico di cui sono conosciuti gli altri due a' , à' , e l’ angolo A' opposto ad a'. 
Ijuindi il quadro del $. 5a dovrà verificarsi per un tal triangolo ed accentuando in 
esso tutte le lettere , farà conoscere in quali circostanze il lato c' può avere due 
valori ed in quali altre un solo o nessuno. Rimettendo poi in vece di o' , à' , A' le 
espressioni equivalenti, i8o®— i8o“ — i8o®— a, si troveranno le relazioni 
che debbono sussistere fra le quantità date A,B,a, affinchè l’arco e', o il suo 
supplemento C , abbia due valori , uno , o nessuno ; cioè si otterranno i criterii 
relativi al VI caso. Questo procedimento essendo facilissimo , ' ci limitiamo a ripor- 
tarne qui i risultamenti 
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Nel FI caso. 


"il 


Se o> 90 ® , ed 


neseuna soluzione. 


Qualunque sia i A A -^ 11 ^ i^o’‘ una soluzione, e 

a j se I A^B,A-\-Bc;^iSo° una soluzione, e ^<90® 

/ Ayf' B,A-\- BP’ 180® due soluzioni 
A=B, A B^ i^o'‘ una soluzione, e B~A 
A'^B,A-\-B~\' 6 o’‘ una soluzione, e &=i8o ® — A 
^<i?,.^+j9<i8o® 

A ^B,A-{- B=iSo’‘ I 
A=B,A-^B 
\A=B,A~YB=iSo^ 

' A<!^B,A-\- B<^\^o'^ due soluzioni 
1 A^B,A-^B<C.^'io'‘ una soluzione, e B=A 
\A.^B,A+B=i^o° una soluzione, e if=i8o®- 
Se a<90® , ed ’ 

^-ff,^+Z?=i8o® 

A=B,A-\- By>’i^o'‘ 

^ ^=s 5 , 5 = 1 80® 

Oserveremo che il quadro precedente può ricavarsi da quello del §. Se appli- 
candolo al triangolo polare , e l’ andamento da noi tenuto riviene in sostansa allo 
stesso , ma è più rigoroso. 

L’espressione ottenuta di sopra per cosC dimostra in Gne che non vi è alcuna 
soluzione quando seny^<^senilsena , analogamente a ciò che si è detto pel V caso. 

§. 56. I quadri contmiuti ne’ prcccdenli §§. 5a e 55 , limitati ai casi 
più generali divengono molto semplici , come qui appresso , 

Nel F caso. 


nessuna soluzione. 


T'J»na soluzione, e\^<^^l 
a<;6,« + 6> too"^ (B^qo* 


Qualunque sia ^ o ^ , o A 1 8o® jl 
A , se 


S> ^ X' no» -rf ^ ‘ soluzioni 

‘ ’ [a"^ b ,a + b'^ i'6o'‘ nessuna soluzione 

V 0 , ia"^ b, a + b'^ i%o'^ due soluzioni 

e/t,^^o ,e nessuna soluzione 

Quando sena <sen /^sen i nessuna soluzione. 
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Nel VI caso. 


Qualunque sia , • 


a , se 




^<90” 


" due soluzioni 
nessuna soluzione 


Se fl>90 , «/ \J^b,A+B<,i^o’> 

c ^ o j (^<Ci 9 ,-<^/+Z?<^i 8 o® due soluzioni 

® |yO^;ff,y^+i?>-i8o“ nessuna soluzione^ 

Quando sen A <[scn a sen B nessuna soluzione. 

Per ritenere facilmente a memoria questi criterii osserveremo; i.°che 
il quadro relativo al VI caso si ricava dall altro , mutando le let- 
tere grandi in piccole e viceversa; 2.® che nelle combinazioni 
del V caso si paragona A con 90®, a con b, crf a + b con i8o®,’ 
3 ,® che quando le relazioni di a con b e «A’ a + b con 180® sono 
dissimili fra loro si verifica una sola soluzione , quando sono simili 
fra loro e simili alla relazione di A con 90® « verificano due so- 
luzioni , e finalmente quando sono simili fra loro e dissimili dalla 
relazione di A con 90* * dati sono assurdi. 

§. 5 y. Ne’ §5. Sa, 53 , 55 ed in compendio nel 5. 56 , si trovano 
esposti, per gli ultimi dne casi dei triangoli obliquangoli, i criterii che 
escludono ogni soluzione, e servono a far conoscere in quali circostanze 
i dati sono assurdi, ossia non appartengono ad un triangolo sferico. Non 
è difficile indicare le condizioni cui debbono soddisfare gli elementi dati 
negli altri quattro casi. 

Nel I caso , considerando die il coseno di uno degli angoli A, espres- 
so per i tre lati deve esser i , e > — i , si avranno le due rela- 


zioni , 


cosa — cog A cose 




cos a — cos A cos c 


>■ — I , dalle quali si ricavano, 


SCO A sene ^ ’ seuAseuc 
COSO <; COS zh(i — e), cosa>cos( 4 -l-e) c quindi passando agli archi , 
fi>±{b—c ) , a< 4 -l-c ; ovvero, , e<a-f A , , 

cioè un lato qualunque deve esser minore della somma degli al- 
ivi due. Inoltre la formola 

dimostra che la somma de’ tre lati deve esser minore di SSo"*. la 
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fatti tra i fattori che compongono la quantità sotto il segno radicale , 
sen3 , sene e sen|(A4-e — a) sono positivi, perchè ciascuno de’ lati 
b,e h minore di i8o® , ed i{b-\-c — a) è positivo e minore di una 
semicirconferenza ; quindi , il radicale non potendo essere immaginario, 
anche sen^(o + 54-e) deve esser positivo, per cui ■ì'(a + A + e).<i8o'’, 
ed a + 6 + c<^36o®. 

Nel II caso , la aomma de tre angoli deve esser maggiore di tSa^, 
e togliendo uno qualunque di essi dalla somma degli altri due , 
il resto deve esser minore di i8o'*. La prima di queste condizioni si 


ricava immediatamente dalla formola cosa= 


cog^H-co»5co8 C 


lenisco C 


trattata 


corno qui sopra la formola fondamentale nel I caso, e l’altra è stata 
dimostrata nel g. 34- Ma tutte queste proprietà del triangolo sferico 
erano già note per la Geometria. 

Nel IH c nel IV caso * dati possono essere qualsivogliam, perché 
tra le formolo che risolvono questi due cosi , quelle di Nepero non 
vanno mai soggette ad assurdità , nè possono dare per gli elementi in* 
fogniti valori negativi o maggiori di i8o“ , siccome si potrà verificare 
riflettendo a’ segni delle linee trigonometriche^ ed alle proprietà del tri- 
angolo sferico dimostrate nel 87. Altronde si concepisce facilmeute 
come con un angolo qualunque e con due lati che lo comprendono di 
qualunque lunghezza , purché minori di 180“ , possa sempre costruirsi 
un triangolo sferico. 

Queste regole applicate ai triangoli rettangoli si modificano come segue. 

Quando sono dati i due angoli obliqui B , 0 , la loro somma dovrà 
esser maggiore di 90* e minore di 270“ , e la loro differenza mi- 
nore di 90®. 

Se sono dati i due caieli b , c , oppure un cateto b c /’ angolo 
adiacente C, questi elementi potranno avere quatunque valore. 

Nel §. 54* si 801*0 indicati i criterii che caratterizzano l’assurdità 
de’ dati allorché nel triangolo rettangolo sono conosciuti l’ ipotenusa a 

ed un cateto à; ma potrebbe dubitarsi che la relazione sena <;sen^sen A, 

clic diviene seno<sen4 pel triangolo rettangolo, altri dhersi ne of- 
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frisse. Discussa però l' ineguaglianza sena<^sen6, facendo variare in 
qualunque modo la specie degli archi 6, a si otterranno le stesse rela- 
zioni di assurdità menzionate nel §. 54 » e contenute nel quadro del 
§. 52 , le quali limitate ai casi più generali sono, a >• A, a + iSo"; 

ed «<^à,a + dc^i8o®. 

Applicando i critcrii del YI caso ( §. 56 ) al triangolo rettangolo in 
cui è data l’ ipotcnusa a ed un angolo B , si conosce subito che gli 
elementi dati non possono essere mai assurdi ; e neanche la rela- 
zione di assurdità sen.(^<;^ sena sen 5 , ovvero, sen 90° c^senosen^ potrà 
mai verificarsi. Dunque i dati possono prendersi comunque, ed è in fatti 
evidente che , da un punto preso sopra un lato di un angolo sferico deter- 
minato , possa sempre abbassarsi un arco perpendicolare sull’ altro iato. 

L’ ultimo caso de’ triangoli rettangoli in cui è dato il lato à e l’ an- 
golo opposto B di{>eade anche dal YI caso de’ triangoli obliquangoli. 
Dal quadro del §. 56 , cambiando a in ^ , e scambiando fra loro gli an- 
goli A,B, si vede che non vi è alcuna soluzione quando gli elementi 
B , b sono di diversa specie , ciò che altronde era noto ; e dalla re- 
lazione scn^<^senasen^, la quale diviene scn.^<^senó , si ricava 
facilmente che , 1 dati sono assurdi quando , 5 <go®, e B<C,b , o 
90° , e By> b. 

Esempi della risoluzione de' triangoli sferici. 

$. 58 . I.” Debba risolversi il triangolo rettangolo sferico in cui l’ipo- 
tcnusa a=i 54 °. 25 '. 49 ", 8 , ed un cateto d=s 25 ". 33 '. 2 ",o. Esamine- 
remo prima di tutto se con questi elementi il triangolo può sussistere, 
ed osservando che <^i 8 o'’ , da ciò che si è detto nel 

precedente conchiuderemo che i dati non sono assurdi. La formala per 

determinare il terzo lato c sarebbe cose=^^ , ma riflettendo che 

COi^ 

cosa differisce poco da cosb , astrazion fatta dal segno, si vede esser 
(fuesto il caso di applicare le formole del §. 4( onde ottenere il lato c 

con maggiore esattezza: calcoliamolo tanto con la formala, cosc= , 
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che con l’ altra {an\e—y~ tanv(o + A)lanì-(a — b) che ne deriva, a 
fine di mostrare il difetto delle tavole in questa circostanza. ' 


Vog eoa 009,9551967'— 
99 

C . log cot ioe , 04469 > 7 
ao.s 

log ODI «09.99993 1 3.» 
log 00* i*.i'.io" . . . SiS 
—0.6 l[o.« 

I . I . 9,4 0,6 

178.58' 5o,6oe 

S»,9 


oo i54.i5 .49 ,8 , 

4= 95.33. 9,0 


o-(-4oi79,5g.tii , 8 

89.59.95 , 9 
o — 4ois8.5o.47 > 8 
“ -o 64.96.o3 , 9 


logUo^:^ -C.Iogtaa34'M=^5;jf]^Jf 

fl— A 

log Un OjSooSiaS 

9 


91 I 


logUni-ìeo 4 )>os<>o 48 
logUn^eo «,o5ioonl 
log Un (90*— òc)o 7,9489977 

k>gUno*.3o'.34" 9856 

+ «,o5 9368| 191 

90*— 1«> 


•«= 

e» 


I o . So . 34,05 
t 80.99. *6,95 
■ 17S. 58. 5 i, 9« 


Apparisce dal calcolo precedente che le tavole danno un errore di 
— 1",3 sul lato e determinato per mezzo del coseno, e per ottenere quel 
lato con esattezza mediante la tangente si sono anche dovuti usare varii 
ripieghi. Cosi in ve<% di cercare nelle tavole la tangente dell’ angolo 
Sg'.Sq' .25", 9 vicinissimo al retto , che sarebbe stata inesattissbna , si 
« preso il complemento aritmetico dd k^ritmo delia tangente di 34"? r 
complemento di quell’ angolo ; e per averlo c»a T approssimazione ne- 
cessaria si è fatto uso della tavola de' numeri. ( Yeggosi T Appmdiet 
alia Trigonometria ). Ed alio stesso modo , in luogo di eercace l’arco 
corrispondente al logtan^c , si è cercato quello eorrispndcnte al com- 
plemento di tal logaritmo , perchè si poteva trovare con maggiore esat- 
tezza ndia tavola delle tangenti de’pnmi gradi del quadrante calcolate 
da secondo in secondo. Questi cambiamenti sono giustificati dalle co- 
nosciute relazioni fra la tangente e la cotangente di un arco c del suo 

complemento cioè, tana:=-4-=; — ^ le quaU, verificandosi 

-in parte soltanto fra il seno ed il coseno , danno ragione perchè possa 
sempre trovarsi .con esattezza l’arco corrìspondcnlc ad una langeutc 
data , e non avvenga lo stesso del seno e del coseno. 

i-i 
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2.* Io un triangoìo sferico oMiqumigolo siano conosciuti due Iati, 
a =c()".a 6 '. 5 o", x , ^=69”. i 9 '. 56 ",o e 1 angolo opposto y#=65*.56'29", {> 
c voglia trovarsi il terzo lato c. Esaminiamo primicramcnlc se con questi 
dati il triangolo è possifeile ; ablùamo ^ 90®, «>• A , a + ^ 1 8o“, c dal 

quadro del 56 si scorge che la coesistenza di queste relazioni fra gli 
clementi di un triangolo sferico non è assurda , ma dà luogo ad una 
soluzione soltanto j inoltre da’ valori numerici de’ dati chiaramente appare 
cha sena^seny/seuà , c quindi non si verifica neanche la seconda 
assurdità menzionata nel quadro suddetto. Passiamo al calcolo ; 

tan9=tanocos.<« cos(e — ^) = — — ^ — 


log Lan à = o,42336o2 
382.2 


c • log cos à = 0,452 2 549 

334.8 


log cos 9, 6 1 o 3 o 5 o 

23.6 

log tan 9 = 0,0337057 .8 

47®. 1 3 '. io" 6799 

+ 6 ,i 3 422I 258.8 

9 = 4? • ‘ 3 . x6 , i 3 6,1 3 


logcosa=:9,o5o333t — 
18.6 

log cos 9 = 9,83 1 9700 
87.8 

logcos(e — 9)=9, 3346021. 2 — 
77“.3 i'. 2 o". 5763 


— 2,72 pSi j 258.2 


77.31 . 17,28 2,72 
C — 9= 102 .28.42,72 
9= 47 • >3 . 16, i3 
c= x 49 . 4i • 58,85 


li calcolo precedente dimostra che il lato e ha un sol valore, come 
lo annunziavano le relazioni esistenti fra i dati ; giacche il secondo va- 
lore 9 — (9 — e), che poteva dedursi dalle fomiole attuali {§. 45 ), 
risulta negativo. Ed in generale deve avvertirsi che nel V e nel VI 
caso , sempre che da’ criterii del §. 56 si conoscerà dovervi essere una 
sola soluzione , una delle due dctcrmipozioni del lato e o dell’ angob C, 
dovrà riuscire necessariamente negativa o maggiore di iSo® ; in fatti 
r angolo ausiliario 9 corrisponde al segmento yfD intercello fra la per- 
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pendicolare e l’ angolo A ( §. 4-7 ) , per cui i due valori de! lato c eaprofcsi 
da c — 9 + 9 , e 9 — (9 — c‘) si confondono con quelli di c=zffD-\- AD, 
c'=iAD — BD , che hanno servito a stabilire i critcrii anzidetli , onde 
se uno di questi ultimi valori diviene trigonometricamente assurdo , lo 
stesso deve accadere di uno de’ due primi. 

C A P 0 V. 


DILLA lUPEEriCll DEL tHIARGOLO SFIRICO , E DI ALCVEE FOEUOLE COMPLESSE. 


5g. É noto, dalla Geometria che Ta superfìcie di un triangolo sie- 
rico qualunque è eguale a tanti triangoli Irirettangoli quanti angoli 
retti sono contenuti eccesso della somma degli angoli del triangolo 
sopra due retti. ( Legcndre Geometria lib. VII. ) Quindi se chiamiamo 
p il raggio della sfera , T la superficie del triangolo ed e l ’ eccesso 
sferico , essendo il triangolo trirettangolo l’ ottava parte della superfìcie 
della sfera , avremo 

, dove 

e = y^+^+C— i8o« 

La superficie di un triangolo sferico sarà dunque' conosciuta quando si 
conoscerà il raggio della sfera cui appartiene e l’eccesso sferico. In 
vece di quest’ultimo basterà ancora che siano dati tre elementi del trian- 
golo in qualunque modo presi , per mezzo de' quali si potranno deter- 
minare i tre angoli A,B,C e l’eccesso sferico che ne dipende. 

Ma possono trovarsi direttamente alcune eleganti espressioni dell’eccesso sferico 
in funzione dei lati e degli angoli del triangolo. Dall’ uguaglianza 

• I ~ J I Q 

t = — 180®, si ricava -= — 90"» e quindi 



* /A-^-B-\rC X ( / A-\-B B\ì 

ien-=Kn{^ ^ 90®^ =-sen h-J] ^ 

=— eoa ^^^^^ 4 -^^=sen-j(^-+-jff)sen jC— co8Ì(.rf-4-^)oo8jC. 

Si aostituiscano a cmì(A-\-B) i valori dati dalie forraole (i^ del 

§. 35 , e sarà 
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SMI •; f ss - 


len^Ccos^ C 


|cMÌ(a — i) — coii(a+A)|, oTTero (§. 6 , 4 ) 


•co f« = 


cos -jc 

aicn jasen^^sen ^ Ccos; C Ben {asen^ ^sen C 

COSfC 


(« 7 )* 


cosfe 

Ponendo in reco di sen | C , eoe | C i radicali che si adoperano nella risolu* 
xlone del primo caso de’ triangoli sferici , si avrà 

gsenYOsen |^sen/>senj[/> — a)sen(jD — 6)sttn(/) — c) 

* cosìc senasenà 

dove /> = j(a-Hà-t-c|). E riflettendo che sen a^s= a sen | a cos ^ a , 
sen^=9sen làcos-f^ , sarà in fine 


seni» 


^ sea^sea(/t — a)sen(jt» — à)sen(;t» — c) 


a cos I a cos I à cos -2 c 
§. 6o. Troviamo ora il valore di cos-i». Sarà 


(. 8 ). 


cosi 


i»=eos^ 




•90® 


^=C08^90»- 


— —) 


s=sen[2(-^-+-^)"l"s Cl=*seni(^*l~if)cosi-C-t-cos^(>#-4-5)5en^C , 

e sostiluendo , come sopra, a scn|(^-4-^) , cosg(A-^-B) i loro valori dati dall» 
formolo (B) , si avrà 

, , jyOos{(a— 6 ) cosi(a-»-^) 

cos|(3=cos*ì C — — i-t-seu*lC- 


Ma cos* 5 C= 


cos^c 
I -+-C08 C 


' _ I — cosC , 

j sen'^L* , dunque 


_ cosf(o — ó)-HcoST(o-t-i) cosC[cosi(a — i) — cosi(a-hà)] 

cos f • ' ' ' , “1” , 

acos^c acosjc 


ovvero 


C05;« = 


cos i a COS 5 à -hsen i asen { 6 cos C 


(• 9 )- 


A questa espressione di cos^^può Aarsi un’altra forma molto elegante e simmetrica 

, _ cose — cosacosA , . • , . 

riflettendo che , cos C = ; ovvero , espnmendu 1 seni e coseni de lati 

' scoascnò 

in seni e eoseni di archi metà ( §. 4 ) > 

^ cos* i a-t-co-,* i à-Hcos*ic — a cos* -7 a cos* i à — r 

cosV "" " ' i ^ T / ì~/ ” • 

2 scn 2 a cos 2 a scn i o cos , 0 

Pongasi in luogo di cos C questo valore , c si avrà immediatamente 
cos*{ a-t-cos*2^-‘-cos*ic— i cos a -t- cos 4 -f- cose -4- i 


cosi s = - 


U cos 2 « cos i Ó cos i c 


-icos iacosiàcos jc 


(ao). 
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$. 6i. Dalle precedenti formolo possono anche ricararsi (an^i e tan-^t. Si di- 
vida l'equaiione (17) per la (19) e ti ol terrà , 

•en-^osen^àten C 


tan{«=s 


cosf acosgà-^sen^ asou-jàcosC ’ 


OTTcro 


, , tan^atanlàsen C . cot^acot4à-hc<HC 

tani«g=r - . - . » — — 


(ai) 


i+lan^ataugàcosC’ ■' senC 

che ferve a calcolare T eccesso sferico con due lati a , d e l’ angolo compreso C. 

Q. I— cosa? 

Si sa inoltre che in generale tanyg=a — ( §. 4 ) > e quindi anche 

: ; ed introducendo in questa formula i valori di sen^* . cosy» 

seng« ^ m > » 

dati dalle equaxìoni ( 18 ) e (ao) , sarà 

, I — COS*yO — cos*yd — cos* y c-i- a cos y a cos y d cos y c 
tanf 13S * * * ,. *„* , — i_ . 

teaptea{p — a)seu(/» — d)sen(/> — c) 

Il numeratore del secondo membro di que^ uguagliansa h una funsione inva- 
riabile della stessa forma di quella considerata nel $. 6 , e per ciò che si è detto 
nel 34 , potrà mutarsi nel prodotto 

4son J(a4-d-4-c)sen-J-(d-hc — a)son-J(a-t-c--d)8en-r(a-*-d^c) , ossia 
4senA/»sen|(/»— o)sen4(;» — d)seu{(/>— c) , ponendo |(a-4-d-+-c)=»/>. Si 
avrà dunque 

tani«=4 . sen|(ja — a) sen|(/i — d) senj^(/> — c) 

Ktip aen(p — a) y~ sen(^ — d) y~ sen(/» — c) 
c poiché in generalo 


seii i 
scu 


y-x / sen*7X — : — 

_=■/ , , itanix, sara 

eux ^ asenyxcosyx 


(aa) 


ìanjt=sy tanY/>tan-y(/i — o)tan-;(/i — d)tauy-(;»— c ) 
espressione elegantissima dovuta al signor Luilhier di Ginevra. 

§. Ga. Le forinole (17) , (18) applicate al triangolo polare, danno 

con facilità la semisomma p de’ lati del triangolo espressa aualogaincule per mezzo 
degli angoli c di un lato , o degli angoli soltanto , o degli angoli e dell' eccesso 
sferico , come qui appresso ; 

cos I- ^cos -y df sei! c 
sen/>s=- 


seu -i- C 


y^ seny«scn(// — ■yi)8en(// — yi)seii(f 7 — -<) 


2 sen j seu ^ ^sen 7 C 


(«7)'. (‘8/ 
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cos/> = 


CCS ■j'-^cos T i?C08 e — sch i Jtm -f B 
»en-j C 


I — sen* »Pn*-|-5— sen*-j-C 

' 2 sea ^ y/ sen -j /? seu i C 


(i9)',(ao)' 


col-iy^oot-j^ienc 

lanp= !; i . . , , . 

cefi y# col -j «cose !• 

co1y/> = I^ col^Jlan^C^ — y«)tan|-(5 — ovrero 

Unii 

tani(yrf-Ì)tani(/?_i)uni(C— i) 




(ai)' 


(22)'. 


Ma queste relazioni potrebbero anche trOTarsì direUamente col metodo usato di sopra 
per ottenere le espressioni di senic ,0087* eie.; cioè sviluppando 
scn [i(a-HA)-f-xc] =asen/) , c cos [i ( 0+ d ) -)- i c ] = cos/> , sostituendo a 
seni(a-+-d) , cosi(rt-t-i) i loro valori dati dallo formolo {B) , e seguendo in 
lutto c per tutto l’andamento tenuto nc'$. precedenti. Soltanto la formola (22)' 
esige particolari avvertenze ; si ha 


, sen/> scni«sen(y^ — i«)sen(jg — i«)sen( C — t«) 

” H-C08/» X — sen* iyrf — sen* — sen* C- 4 - a seniy^sen-i^seni C 

« per ridurre in fattori il denominatore di quest’ ultima frazione bisogna ricordarsi che 
una tal funzione invariabile equivale (§. 6 ) a [cos-j(y/-(-^)- 4 -scn^C]x 
[cos ( y^ — ) — scn f C] , ovvero (cosv(>^-l-^)-+-c‘»( 9 <>” — T^)]X 

[(•OS i ( yrf — 2 ?) — co8(90® — tC)]- Or mediante le formolo del §. 7 , ciascu* 
no di questi due fattori binomiali si muterà in un prodotto , e riflettendo che 
i- ( y^H- iP-f- C ) — go®=-js, e quindi 90° — 

90® — ì {A->rC-^B) ^ 1 , ed -g (y 2 -+-^-- C)-H 90»= 1 80® — {C — t » ) , il suddetto 

denominatore si trasformerà in 4-oos-^<sen'ì-(y2 — ■j«)senx(^ — \*) 9 oni(C — i<); 
e cimtinuando il calcolo come nel §. 61 si giungerà alla formola (22)'. 

§. 63 . Lo stesso metodo adoperato in questo Capo V può servire ad altre com- 
binazioni. Cerchiamo sen-t-(y^-t-Z?— C) , cos-g-(y/-t-/f— - C) , tan-j(y^-t7jff— C) ; 
avremo 

sen[ — ; C] =5cn; (y2-h/?)cosi C—cos{(A-i-B)Maj[C, 
e.l applicando le equazioni (B) c continuando il calcolo come nel §. 60 sarà , 

sciiiosenii-*-eosiflcoS'iAcosC 

.scuH-^-t- 2 ?-C) = i : p-J 2 ( 23 ). 

cosìc ' ' 
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Voiesdio da qarsla fonnolB cfiminEire oosC si lOiiiiuirn in suo Kiogo h fraziono 
coB*-B-a-t-cos'*4 4-t-cos* ì-e — acos* 4«co»*t ^ — » • 


ascu^ascn jóco» jacos-;^ 


(J. po) e dopo alcune fucili 


riduzioni , ricordandosi che scn* j a sen* { 6 — cos* jacos* ssien* ì a — cos* 7 ó 
( §. 1 ) , si avrà 

1/ u n COS*7C — cos* 70—008*74 H-I 

seni(^-f- 5 — C)= i-- — ; ^ (a4). 

asenioscn-jOcos^c ' 

L’e^ressione di eoì\{A-^B—C) si otterrà dal suo sviluppo 

cos7(jd-4-5)co6 7<7-l-sen7(/^-i-^)8en-7C’ , uni quale si applicheranno lo forinole 

(B) , e con un andiuzento simile a quello tenuto nel $. !>9 , si avrà 

i/v D aco»^aco»ii$en{ Ccos{- C cos 4 o cos 4 4 sen 

cos7(j#-t-2f— t/}=s ; =s j , . (aai 

COS7C COS7C ' ' 

ovvero, sostituendo a sen-ìCjCos^C i radicali equivalenti, 

. .... ^6) 

ascuT-oseniàcos i c ' ' 

Le formolo (a 3 ) , (ao) divisa una per T altra , al pari delle (a 4 ) e (36) , danno 
due diverse espressioni di tani(A-{-B — C). Si avrà primieramente, 


co$i(A-hB—C)i 


tan7 — 


lan^ctan J4-t-cosC 


ed in secondo luogo, 

^ • cos* 7 C— oos*Io — cos**4-+-i 

lagi{A-^B—C)=— - * ^ ‘ ■■ (aS). 

r sen/>sen(^ — fl)seu(/» — 4)sen(/> — c) 

IJuesl’ ultima formola prenderà un altro aspetto cambiando i coseni quadrati di archi 
metà in coseni di archi interi , e la quantità sotto al segno radicale , moltiplicata 
pel coefficiente 4 emerge dalla trasformazione de’ coseni , nella funzione invaria- 
bile F~t — cos»a — cos*4 — cos*c-4-acosacos4cosc (§. 34). Si avrà 

>» 

1 - 4 - cose — coso — Clts4 

Unl(A-i-B—C)=:— ■ . .( 38 ') 

F i — cos* a — cx)s*4 — cos*c-t-acosocos4cosc 

e in diverse combinazioni di lettere , 

„ „ ^ i-t-cosa — cos4 — cose 

• ianl{B-*-C—A)= ^ 

r /’ 

... ^ i-Hcos 4 — coso — cose 

taa{(A-hC—B)=z ^ 

y F 

Le quali eleganti formole hanno^ servito al celebre Legendre per determinare la po- 
sizione del polo del cerchio cirroscritto ad un triangolo sferico. ( Veggasi la sua 
Geometria nota X ). 


Xaa\{A-\-C — ■ff) = - 
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(> 4 . Porremo qiù termine al presento trattato di Trigooometria , 
abbastanza esteso per servire a tutte le applicazioni che possono occor- 
rere nella Geodesia. Non tratteremo appositamente della risoluzione di 
taluni casi particolari della Trigonometria per mezzo delle serie, e non 
aggiungeremo neppure una collezione di formole difTerenziali trigono- 
metriche come fanno alcuni autori , ma le regole e le formole generali 
.saranno da noi convenientemente modiCcate siccome se ne presenterà 
il bisogno, allineile si concepisca meglio l’oggetto di quelle trasfor- 
mazioni c la loro utilità nella pratica de’ ualcoU geodetici. Non trala- 
sceremo però la seguente osservazione generale. 

Accade spesso che , per ridurre alcune espressioni letterali a forma 
più semplice e comoda nelle applicazioni , si sostituisce al seno o alla 
tangente di un arco piccolissimo , T arco stesso , o viceversa. Allora 
ne’ risultamenti finali viene a mancare l’ omogeneità , la quale si rista- 
bilisce mutando un piccolo arco in seno o in tangente , cd in altri casi, 
un seno o Una tangente nel suo arco corrispondente. Ecco il principio 
sul quale si fonda questa permutazione. Se si supponga il raggio tri- 
gonometrico contorto ed applicato sulla circonferenza dd cerchio cni ap- 
partiene , esso abbracocrà con la sua lunghezza un numero di gradi 
che indicheremo con Jf‘. £ chianuindo v la semidrcmiferenza di raggio 
uno , la quale contiene i8o gradi , ed espressa in parli dd raggio - 
equivale a 3,i4i59 . . . . , à chiaro che per determinare il numero 
R" servirà la proporzione , 


-T:i::i8o":/r = Ì 


8o® 


11 raggio abbraccerà dunque un numero di gradi della drconferenza 

i8o . ..... i8ox6o .. 

= — , o in vece un numero di minuti = , o un numei'o di 

,. 180x60x60 

scfondi = — — . Si avra quiiuli, 

// raggio espresso in gradi . . . R = = Sy®, 295*78 


// raggio espresso in minuti. . . lì' 


10800' 


= 3437',747 
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Il raggio espresso in secondi . 


64-8ooo'* 

«r 


2 o 626|",8 


€ per conseguenza , 

log^= 1,7081226 , logi?' = 3,5362739 , log^' = 5,3i4425i. 
Laonde se da una formola si abbia un piccolo arco espresso per mezzo 
di lince trigonometriche , e per conseguenza in parli del raggio tato , 
esso si convcrlirà in gradi o in minuti o in secondi moltiplicandolo 
per Jì ° , 0 per Ji‘ , o per B". Al contrario un arco espresso in gradi 
e frazioni di grado si convertirà in parti del raggio uno dividendolo 
per ; e se è dato in minuti o in secondi si dividerà per I?, 0 per B*'. 

8611 ^ IC 

Cosi per esempio dal <5.8 si ha l’uguaglianza a:=sena: + -^— ^ + etc. 

in cui il secondo membro non h omogeneo al primo il quale esprime 
gradi , mentre il calcolo della serie darebbe una frazione indicante 
una parte del raggio trigonometrico. Ma si potrà ristabilire l’ omoge- 
neità moltiplicando il secondo membro per B ° , perchè in tal modo 
quella frazione o parte del raggio delle tavole sarà valutata in gradi. 

a,5 

Viceversa nell’altra eguaglianza sen3’=ar etc., affinchè il se- 

condo membro sia omogeneo ai primo, bisognerà esprimere l’arco x 
c le sue potenze in parti del raggio trigonometrico ; a qual oggetto 


si sostituirà ^ ad x nella serie. Le due serie preparate pel calcolo nu- 
merico saranno dunque , 

x=/r(senx+^ + etc.),senx=^-^ 

É notabile che ad B'* si può sostituire con molta approssimazione 

onde queste due (^pressioni si adoperano ne’ calcoli una in vece 


dell’altra indistintamente. Imperciocché i— — - — , e sic- 


648000 


come — - — rappresenta la lunghezza dell’arco di i", così B" = rò 

648000 


12 


Digìtized by Google 



90 

per essere l’arco di i" piccolissimo si può considerare eguale al suo 

seno , dunque R ‘-= — . ' * 

Non sarà inutile ancora di avvertire che R esprime il numero delle 
miglia geografiche da sessanta al grado contenute nel raggio della 
, Terra, perchè il miglio geografico corrisponde appunto ad un minuto 
deila circonferenza di un cerchio massimo della sfera terrestre , ed ^ 
non è altra cosa se non se il numero di minuti della circonferenza di 
un cerchio qualunque contenuti nel raggio corrispondente. 
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«BOOtE raÀTICSX rss CAJXOXAXB Co’lAOlBlTm (*). 

* Rtgole gtneralL 

$. I. Spesso accade cke on numero di cui n cerca il logaritmo « o un Ioga- 
rhiBo di coi B cerca il numero corrispondente , non ri trovano esattamente nella 
tavole. Perciò il logaritmo o il numero cercato consta qmni smnpre di due partì 
distinte , cioò del logaritmo o del numero prmsimadiente minore che trovasi imme- 
diatamente nelle (avole , e di una piccola parte cke vi si aggiunge per eompletario, 
c farlo corrispondere precisamente al numero o al logaritmo dato. Questa piccola 
parte si chiama parie proporzionah , perchè ri calcola nella supposisione che gli 
accrescimenti de' logaritmi nelle tavole siano proporzionali agli accrescimenti de* nu- 
meri , la quale proprietà quantunque non abbia luogo in teoria , si veriBca nulla- 
dimeno con tanta maggiore approsrimatione nella pratica , quanto più il rapporto 
di due numeri consecutivi ri avvicina all* unità (**). 

Per mostrare come ri calcola la parte proporzionale , ria da trovarsi il loga- 
ritmo del numero 34 ^ 783 a. Sicoome le tavole danno immediatamente il logaritmo 
di un numero di cinque cifre , cori si separeranno con una virgola le prime rinque 
rifrc a sinìBra del numero proposto e si cercherà il logaritmo di 34.578,30 in vece 
del logaritmo di 3457833 , sapendosi che la parte decimale , ossia la matUUea di 
un logaritmo briggiano qualunque non cambia al «ambiar di luogo della virgda nel 


(*) Queste Regole pratteke , pubblicate già nel i834 per servir di guida agli alunni della 
7.' classe del Resi Collegio militare nelle applicazioni geodetiebe , suppongono conosciuta la 
teoria de’ logaritmi , che vien loro insegnata nella 4-* e nella 5.* classe da’ chiarii. ■■ Professori 
Andrea e Tneei. 

Ci siamo trattenuti più a lungo sulle regole rriative al calcolo Irigonoraetrioo, si perché questa 
palle d riguanJava più direttamente , si perchè le regole spettanti al calcolo de’ numeri si trovano 
ampiamente ed egregiamente esposte ndle aggiunte fatte all'Algebra del Laeroùs dal chiaris."° Pro-., 
(onore de Angelit. Negli esempi d siam serviti delle ccoeUeoti tavolo di Callel a sette dedmali, 
ma le regole date sono generali , 0 possono (acilmente applicarsi ad altre tavole. 

(**) Yeggasi l’Algebra dtata pag. 3ó8, k). 

. i 

41. 
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numero corrispondente. Il logaritmo di 34!>78 preso nelle tavole, non considerando 
la caraneristica, è 5387999, ° differensa fra i logaritmi do’ due numeri conse- 
cutivi 34378 , 34579 , tra i quali è compreso il numero 34378, 3 a è ia 5 ; quindi per 
trovare la parte proporzionale da aggiungersi per la frazione o, 3 o si farà la proporzione 
1 : ia 5 :: o, 3 a ; X , ovvero, 

I Se all' aumento di un' uniti sulla quinta cifra del numero, corrisponde l’au- 
s mento di parti decimali 120 sul logaritmo , ad un aumento di o, 3 a sul numero , 
> quale accrescimento logaritmico corrisponderà ? 

Questa proporzione darà x=i 25 xo, 32 = 4 o , e quindi la mantissa del lo- 
garitmo cercato sarà , 

5387999 -i- 4 <) = 3388039 
ed il logaritmo completo , €, 5388 o 39 . 

Quando , dato il logaritmo ^, 3388 o 39 , voglia trovarsi il numero corrispon- 
dento , si cercherà il logaritmo prossimamente nùnore nella tavola , cioè 5387999 , 
senza caratteristica , cui corrisponde il numero 34578 *, e per avere le altre due ci- 
fre ovvoro la parte proporzionale da aggiungersi a questo numero , si troverà prima 
r eccesso 4<> del logaritmo dato sul prossimamente minoro , ed indi, osservando che 
la diiferenza tra i due logaritmi consecutivi della tavola fra i quali si contiene il 
logaritmo proposto è ia 5 , si stabilirà la proporzione 
125 : 1 ::4o: X , cioè 

> Se l’aumento di ie 5 parti decimali sul logaritmo, corrispondo aU’accresci- 
1 mento di un' unità sulla quinta cifra del numero , l’ aumento di parti decimali 4o 
1 a quale accrcscimeuto del numero corrisponderà ? 

t • 4 ® 

Si avrà quindi x=-^^=o ,32 cd il numero corrispondente al logaritmo pro- 
posto sarà 3437832 senza decimali , riQetlcndo alla caratteristica 5 del logaritmo. 

Dunque può stabilirsi generalmente che , per ottenere la parte proporzionale 
quando dato il numero vuol trovartene il logaritmo, deve moltiplicarsi la diffe- 
renza delle tavole per le ultimi cifre del numero proposto che non ti trovano 
nella tavola, considerandole come decimali; e per ottenere la parte proporzionale 
allorché dato il logaritmo vuol trovarsi il numero corrispondente , deve dividersi 
l’ eccesso del logaritmo dato sul prossimamente minore della tavola , per la dif- 
ferenza de due logaritmi consecutivi della tavola stessa fra i quali è compreso 
il logaritmo dato. 

In molte tavole lo parti proporzionali si trovano già calcolate , ed è utile ser- 
virsene in quasi tutti i casi. Volendo però un’esattezza maggiore, sarà preferibile 
calcolarle con la regola precedente. Deve pure avvertirsi che le tavole logaritmiche. 
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di buona costruiione danno i logaritmi de' numeri senta caraticrislica , dovendo la 
medesima dedursi dal luogo che occnpa* la virgola nel numero proposto , come vi- 
ceversa il luogo della virgola ai ricava dalla caratterìsiica , allorché dato il loga- 
ritmo si cerca il numero corrispondente. Questa regola si osserverà a preferenta , 
anche quando si dovrà far uso di tavole che contengono le caratteristiche, delle quali 
non ti terrà conto alcuno. E per evitare gli equivoci , si ricorda che le caratteri- 
stiche de' logaritmi delle diverse classi di unità intiere e decimali sono le seguenti , 

CaraUerisiicAe eie. 4j3 ,4 , i ,o , — i - 2 , — 3 , — 4, — 5 tic. 

Ciatsi di unità eie. ixiii, i i i i i eie. 

Caralltrisliehe complementi 9 , 8 , 7 , 6 , 5 eie. 

dove bisogna oraervare , i che la caratteristica si ricava sempre dal luogo che 
occupa la prima cifra significativa del dato numero a sinistra ; a.” che trattandosi 
do' logaritmi delle frazioni decimali in vece delle caratteristiohe negative si usano , 
per maggior comodità di calcolo , i loro complementi quali si veggono notati nella 
serio precedente al di sotto de' numeri ; dimodoché il logaritmo di una frazione de- 
' cimile preso secondo la pratica comuuo corrispondo al vero logaritmo accresciuto 
di IO. 

§. a. L'uso delle tavole trigonometriche si fonda su gli stessi principi!. Per ciò 
che riguarda la disposizione delle tavole , deve avvertirsi che , volendo il seno , co- 
seno, tangente, o cotangente di un angolo minore di 43 gradi , si cercherà il nu- 
mero de’ gradi ed il no<ne della linea trigonometrica nell’alto della pagina , c si 
farà uso delle scale de’ minuti e de’ secondi comprese nelle prime due colonne a si. 
uistra; se poi l'arco dato sarà maggiore di 43°, si dovrà cercare il numero de' gradi 
ed il nome della linea trigonometrica nel piede della pagina , e far uso delle scale 
de' minuti e de' secondi situate a diritta. 

Le parti proporzionali , quando le tavole sono calcolate da io secondi in io 
secondi , come quelle di Callet e di Gardiner , si troveranno con le seguenti regole. 

i.« Per ottenere la parto proporzionale , quando dato t areo deve trovarti 
il logaritmo della linea trigonometrica , bisognerà moltiplicare la differenza delle 
tavole per i secondi e frazione corrispondente divisi per io; e per ottenere la 
parto proporzionale, allorché dato il logaritmo della linea trigonometrica vuol 
trovarsi Varco corrispondente, bisognerà, dopo aver moltiplicato per io V «•- 
cesso del logaritmo dato sul prossimamente minore delle tavole , dividerlo pir la 
differenza delle tavole stesse. Questa regola è un’ immediata conseguenza del prin- 
cipio stabilito che gli aumenti de’ numeri nelle tavole sono proporzionali a quelli 
de’ logaritmi , e si ricava subito applicando al caso dello lince trigonometriche , la 
proporzioni indicate di sopra per la tavola de’ mi meri. 
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Se le tavole sono calcolale da minuto in minuto , la regola rtmam la Bte«a ; 
e »olo « cambierà in 6 o il numero io indicante l’ intervallo delle tavole. Similmente 
allorché le tavole sono calcolate da tesondo in secondo , il numero io si muterà 
in I , ossia non avrà luogo la divisione , o la moltiplicasione per io indicata supe- 
riormente, e la regola riimderà in quella assegnata nel $. i per i logaritmi de’na- 
meri. Quest’ ultima si applica ancora , sansa alcona modificazione , alle tavole tri- . 
gonometricbe calcolate por la divisione decimale del cerekio. 

3 .* Xa parli proporzionale si dovrà aggiungere trattandosi di seno o di fan- 
gente , e togliere trattandosi di coseno o di cotangente , sia che dato V arco voglia 
trovarsi il logaritmo della linea trigonometrica , eia che dato guesto logaritmo 
debba trovarsi l'arco corrispondente. Questa regola è fondata sulla nota proprietà 
delle linee trigonometriche che nel prime quadrante. ì seni e le tangenti crescono 
al crescer dell' arco , cd .i coseni e le cotangenti diminuiscono. 


B s E u V I. 


Trovare il logaritmo seno s 4 ® . 87’ . a 3 ," 64 - 
Logsen. . . a 4 “. 37 '.ao'' 9,6197541 


Parte prop. s4^9 Xo<lfi 4 ~ -4-167.1 

Logsen. . . 24 . 87 . ad, 64 9,6197708.1 


Trovare /’ arco corrispondente al 6197708. 


Logsen dato 

Logscii . . .a 4 ®- 37 '.ao" . 

Parte prop. = =- 1 - 3", 64 

439 

.drco cercato a 4 ® . 37' . a 3",64 


9>6t977«8 

9,6197541 

Diff. ....... 1670 I 439 

1877 3,64 

^agSo 
a ?54 

1760 


Trovare il /ioy eoa 24“ • 37'. a 3 ", 64 . 


Log COI 24" • 87' . 20" . 
p. p.= — 96x0.364 
Logeos^h . 87 . a 3,64 


9,9535995 
. . - 34.9 


9,9585g6o.i 


Digitized by Google 



95 

3 .» Quandi però i dato F arco , e deve trovarti il logaritmo del cotono a 
della cotangente , eomerrà meglio cercare nelle tavole /’ arco prostimamente mag- 
giore , ed aggiungere al logaritmo corrispondente il prodotto della differenza delle 
tavole per V eccesso delF arco cercato sult arco dato- 

X s E M V I o. 

Trovare il /o^coi s4°.37'.93",64- 


Logcosa 4 ** • 37' . 3 o" . 9 ,g 585 Sg 9 

p. p.= + 96x0. 636 -l-6t 

LogeotuJi . 67 . a 3,64 9 , 9585 g 6 o 


Del complemento aritmetico. 

§. 3 . L’ nm del complemento aritmetico è indispensabile nei calcolo logaritmico, 
non tanto per la brevità , quanto per l’ ordine che conserva nelle operaiioni , senta 
del quale molto spesso si perde il tempo e la fatica. 

È noto che il complemento aritmetico di un logaritmo ai ottiene togliendo da 
9 tutte le sue cifre a cominciare dalla ainistra , esclusa l’ ultima che ai sottrae da 
IO , e questa operazione è c«»l facile, che sì esegue a memoria nel leggere i loga- 
ritmi delle tavole, de’ quali si scrivono i complementi. 11 complemento aritmetico si 
pone in luogo del logaritmo , ogni volta che il numero cui si riferisce trovasi net 
denominatore di una formolo. Se nell’ addizione di più logaritmi è compreso un 
complemento aritmetico, dovrà dalla caratteristica del logaritmo somma toglierti un 
IO , se ve ne sono due , si toglierà 20, e cosi di seguilo. In questa operazione bi- 
sogna però aver riguardo ai logaritmi delle frazioni decimali (*). Essi hanno una 
caratteristica complemento , come si osserva nella serie delie caratteristiche ripor- 
tate di sopra , per cui quando entrano in una somma con altri logaritmi , devono 
considerarsi come altrettanti cmnpiementi. Viceversa, siccome il complemento aritme- 
tico del logaritmo di una frazione decimalo , corrisponde al logaritmo di un numero 
intero , cosi esso ha una caratteristica vera , per cui entrando con altri li^.iritini 
in una somma , non deve considera»! come compleinenlo. Quindi in grncrule potrà 


(*) Moli parliamo delle frazioni ordinarie perchè i loro logaiiUui si ottengono con U regola 

generale rltc dà il logaritmo di un quozkuk- 
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st.ibiiii'si elio d<dla caraUeristiea delia tomma di più logaritmi dovranno ioglitrti 
tanfi to , quante caraUeristichc-complemento et sono fra i logaritmi stessi. Il le* 
guente esempio chiarirà meglio queste idee. 

> s E u p I o. 

Log 0,025 =8,3g79Ìoo. . . . earatteristiea complemento 

Log 40,27 Bsi, 6 o 4 gGi 6 . . . . caratteristica vera 

C. 1 . i2,i3 =8,gi6i3g2. . . . caratteristica complemento 

£.1.0,0017 = 2,7695511. . . . caratteristica vera 

Somma = 1,6886119. . . . si è tolto 20 dalla somma. 

Nelle tavole trigonometriche i seni ed i coseni di qualunque arco , e le tan- 
genti degli archi minori di 4^ gradi , essendo frasioni dell’ unità , hanno ne’ loro 
logaritmi una caratterutica-complemento. 

§. 4* Por evitare le sottrazioni nel prendere i complementi aritmetici dei loga- 
ritmi , alle regole date di sopra per le parti proporzionali debbono aggiungersi le 
seguenti avvertenze. 

Volendo trovare il complemento del logaritmo di un dato numero , si dovrebbe 
cercare il numero prossimamente minore nelle tavole , e prendere il complemento 
del suo logaritmo; indi calcolare la parte proporzionale nel modo indicato di sopra, 
c siccome questa andrebbe aggiunta al logaritmo , cosi essa dovrebbe necessaria- 
mente togliersi dal suo complemento. Potrà in vece usarsi quest’ altro modo. Si cer- 
cherà nelle tavole il numero prossimamente maggiore del dato , si prenderà il com- 
]>lemento del suo logaritmo , ed a questo si aggiungerà la parte proporzionale, cal- 
colala per la dilTerenza fra il numero cercato ed il numero dato ; la quale diffe- 
renza corrisponde al complemento aritmetico delle ultime cifre del numero proposto 
che non si trovano nelle tavole. 

ESEMPIO. 

Trovare il complemento logaritmo di 1 35 , 7934» 


1, * .Va/Hcra = Comp. log 185,79 7,8671822 

p. p. = — 320X0.34 —108.8 


Comp. log 135,7934 ........... 7,8671213.2 

2.* Maniera da usarsi a prejerema. 

Comp. log i 35 , 8 o 7,8671002 

p. p. = -4- 820X0.66 - 4 - 211.2 


Comp. log 135,7934 7,8671213,2 
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Un simile procedimento si adoprerà , per trovare nelle tavole trigonometriciie 
il complemento del logaritmo del seno o della tangente di un arco dato , coma si 
vede dall’ esempio seguente. . 


s ■ a M p I o. 

Trovart U eomplemenkt logaritmo »e« ao». 37 '. 3 o," 35 . 


1 .» Maniera = Comp. log ao» . 37 '. 3o" o,453i48g 

p. p. = — 55gXo.o35 ,g .5 

Camp, log 20 . 3o,35 o,453i46g.4. 

a.* ifnni'era Ja utarti a preferenza. 

Comp. logsen 20 » . 3; . 4®" o,453og3o 

p. p. =s - 4 - 55gxo.g65 -H53g.4 

Comp. log sen 20 . 3; . 3o,35 o453i46g4 


n complemento del logaritmo del coseno o della cotangente si troverà in vece, 
cercando nelle tavole il complemento del logaritmo corrispondente all’arco prosai* 
mamente minore , ed aggiungendo la parte proponionale. 

E S K M P I O. 

Trovare il complemento logaritmo eo< ao». 37 '. 3 o," 35 . 


Comp. log cot 20 » . 37 ' . 3o" g,5756i8g - 

p. p. = -t - 638x0. o3S aa .3 

Comp. log cot zo . 6j . 3o,33. 


Quindi , affinchè le parli proporsionali siano sempre aggiunte ai logaritmi ed ai 
complementi logaritmi delle linee trigonometriche, dovrà osservarsi la seguente regola. 

Nel prendere il logaritmo del seno o della tar^ente, bisogna cercare neUe ta- 
vole Torco prossimamente minore, e nel prendere i complementi logaritmi delle 
stesse linee trigonometriche , si cercheranno gli archi prossimamente maggiori. Il 
contrario si praticherà pe’ coserà e per le cotar^enti. In tal modh la parte prò- 
porzionale sarà sempre positiva , e si calcolerà , moltiplicando la differenza delle 
tavole , per la differenza fra T arco cercato e T arco proposto. 

Se dato il logaritmo del seno , coseno, tangerUe o cotangente, debba trovarsi 
T arco corrispondente , si cercherà sempre nelle tavole il logaritmo prossimamente 
minore del logaritmo dato , e la parte proporzionale , si aggiungerà trattandosi di 
seno o di tangente , e si toglierà trattandosi di coseno a di cotangente , come si è 
accennato di sopra ( J. a ). 

i3 
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if. l logarUmi daUe tteaati t dtUe eoaeeaiUi, uatnh i complementi de' logaritmi 
de' coeeni e de' seni , non escono regole particolari. 

$. 5 . Dovendo prendersi la metà di un logaritmo cho ha una caratteristica 
complemento , onde estrarre la radice quadrata dal numero corrispondente , si ag- 
giungerà IO alla caratteristica prima di eseguire la divisione per a ; se deve pren- 
dersi la terza parte di un simile logaritmo , ai aggiungerà ao , e cosi di seguito. 
La ragione di questa pratica ti desume da ciò che accade nell* operazione contraria, 
cioè nel raddoppiare , triplicare etc. il logaritmo di uiMt frazione decimale. In fatti 
se .g, 8 a^o 3 iS è il logaritmo di una frazione, quello del suo quadrato sarà 
2 X 9,8a7o3i5 :=: ig, 654 o 63 o , e quindi, so la caratteristica del logaritmo radice 
è complemento al io , quella del logaritmo quadrato sarà complemento al ao , e 
del logaritmo cubo complemento al 3 o etc. O con più rigore potrebbe dirsi cosi. I 
logaritmi delle frazioni decimali presi secondo la pratica comune equivalgono ai veri 
logaritmi accresciuti di io ( App. §. i ). Quindi chiamando l il vero logaritmo , £ 
il logaritmo in uso, sarà / bX— io, o prendendo la metà di ambedue i membri 
questa egnagliousa sarà, \l=\L — 5 , ovvero 4r/=7(X-t-io)— io. Da questa 
espressione appare che il logaritmo radice , posto sotto la forma comunemente in 
uso, è 4 (^+io), il quale si ottiene aggiungendo io al logaritmo proposto X e 
dividendo la somma ottenuta per a. Una simile dimostrazione potrebbe farsi per la 
radice terza , per la quarta etc. 


ESEMPIO TaiCOaOMETXICO COMPUSSIVO. 


Calcolare la forinola cotx=^ 


tsn i5*.a7'. 35 ", so.c«6j“. is'. u",4» 
860 77"., là'. I»") 7 1 .. cot ào“ . ip'.s7",34 


Logtau i 5 °. 27'. 3 o". 
p. p. . . Sigxo.Sa . 
LogeosG!) . 12 . ao . 
p. p. . . 456 X 0.86 . 
C. logsen77 . i 5 . ao . 

p. p. . . 4^X0.729 
C. Iogcot 5 o . IO . ao . 
p. p. . . 43^X0.734 

Logeos'x 

Logeos X 

Logcos 67 ®. 48 '. 5 o". 

V- P- • • — 3 , 79 

1=67". 48'. 46", 21 


9,4417604 
- 4 - 4a5.9 
9,6225912 
* -h Sga.a 

0,0108334 

-H 35 


0,0788890 
-t- 3 i 4 .a 
19,1541407.3 
9,5770703.65 
9,5770608 
5 i 6 [ 196.65 
3:73 
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§. 6. Se k forinola da calcolarti comprendesse qualche logaritmo, come le 
seguenti , 

amìogp, d'iogtenz, allora passando ai logaritmi si avrebbe, 

( am log/> )= log a + log m -i- log log/B 
Log(6*logsena;)salogd+loglogsenx , 
e per eseguire il calcolo , converrebbe prendere nelle tavole , de’ logaritmi di loga- 
gariUni. Questa operazione non offre alcuna difficoltà quando il numero di oii 
deve prendersi il doppio logaritmo è unT intero. Ma se è una frazione , nel pren- 
derne il primo logaritmo bisogna seguire un andamento diverso da quello che si 
usa ordinariamente. Imperciocché i logaritmi che si adoperano per calcolare una for- 
mola comune , non sono dbe un istrumento per ottenere più prontamente il valore 
che si cerca , e si può dar loro quell’ aspetto cbe meglio conviene alla speditezza 
del calcolo ; ma in una formola che contiene qualche logaritmo , questo forma parte 
^tegranle del valore che si cerca , ed è il soggetto e non già 1* istrumento del cal- 
colo , onde deve e^r considerato nella effettiva sua quantità. Ora , i logaritmi 
delle frazioni , come si rappresentano comunemente , sono i complanenti aritmetici 
de’ veri logaritmi , col segno cambiato. Di fatti nei prendere per esempio il loga- 
ritmo di f si fa , 

Log - 1 ^ slog 5 — 1 <^ 6 = 0,6989700 — 0,7 78 1 5 i 2. 
e non polendo eseguirsi la soltrasione , si suppone aggiunta al primo logaritmo la 
caratteristica 10 , e si ottiene log 7=9,9208188. Questo dunque non è se non se 
l’ effettivo logaritmo aumentato di 10 , per cui il vero logaritmo di f sarà 
9,9208188— io=— 0,0791812. 

il quale poteva ottenersi direttamente eseguendo la riduzione algebrica delT espressione, 
LogS— log6 =0,6989700 — 0, 7781512= — 0,0791812 
Quest’ ultimo logaritmo è quello che dovrà adoperarsi , nel caso che debba pren- 
dersi il loglog-f. Cosi volendo calcolare l’ espressione n 5 log 7, si farà eome segue; 

Log 5 = 0,6989700 

Log 6= o,778i5i2 

Log di 7 = — 0,0791812 Loglog7 = 8, 8986210 — 

P- P ” 

Log 25 . . = 1,39 794.00 
Log( 25 log7) = 0,2965621 — 

25 log| = — 1,9795 

dove c da notarsi, ehe il logaritmo di 0,0791812 si è preso nel modo ordinario, . 
perchè qui serve solo per istrumcnio di calcola , onde otlenere il valore del pro- 
dotto di 25 per — 0,0791812 ; e sì c scritto il segno — dopo di esso come sempli- 
ci 
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ce ricorda del segno che i^elUi il numero corrispo&denle. Che se aveste voluto co* 
uotcersi reffeltiva quantità del logaritmo di log{-, per calcolare a cagion d’esem- 
pio la forinola >5 loglog-f , esso , dovendo appartenere ad un numero negativo , 
sarebbe stato immaginario. 

Si procederà allo stesso modo nel prendere il Ic^arilmo di una frasione deci- 
male , o delle linee trigonometriche minori del raggio , cioè dovranno introdum nel 
calcolo gli edettivi primi logaritmi di quelle quantità, che sono i logaritmi presi nel 
modo ordinario accresciuti di io. 

Logaritmi da’ imi t delle tangenti de’ pieeoli archi. 

$. 7. l logaritmi de’ seni e delle tangenti de’ piccoli archi crescono assai rapi- 
damente ed irregolarmente , per cui i loro aumenti non possono considerarsi prò- 
ponionali agli accrescimenti degli archi , come negli altri punti del quadrante , e 
le parti proporsiooali non possono dare il logaritmo o l’ arco intermedio con la ne- 
cessaria esattezza. Onde ovviare a questo inconveniente , in tutte le t^ole logarit- 
miche di buona costruzione , mentre i logaritmi delle lince trigonometriche sono 
calcolati per l’ intero quadrante da 10 secondi in 10 secondi , quelli de’ seni c delle 
tangenti per i primi tre o cinque gradi , sono calcolati anche da secondo in secoa- 
do. Ma i logaritmi de’ seni e delle tangenti degli archi minori di due gradi si ot- 
tengono pure in altro modo , ohe riesce spesso piu facile , ed è più esatto per un 
arco di podi! minuti. 

' I rapporti del seno all’arco c della tangente all’arco variano lentamente c re- 
golarmente ne’ primi gradi del quadrante. Si sono quindi calcolati i loro logaritmi 
da minuto ìu minuto , c si trovano registrati nell’ alto di ciascuna pagina della ta- 
vola de* numeri , con le indicazioni di S c T , notandosi pure a fianco de’ mede- 
s'uiii con la lettera le loro variazioni per io" date in imità della settima cifra 
e frazioni di essa. Nella prima colonna a sinistra della pagina ntddetta , si trovano 
poi registrati gli archi cui appartengono qnc’ logaritmi di rapporti posti nell’alto, i 
quali archi corrispondono , per lo numero di secondi cho contengono , ai numeri 
naturali progressivi notati a fianco , ed hanno perciò i loro logaritmi sulla pagina 
stessa. Per prendere dunque il logaritmo del seno o della tangente di un piccolo 
areo basterà cercarlo nella prima colonna a sinistra della tavola de’ numeri , ed ag- 
giungere al suo logaritmo il logaritmo del rapporto del seno all'arco o della tan- 
gente all’arco, situato nell’ alto della pagina. Così si avrà, lispctto al seno, 

log ureo 1 o" = log arco -+- 1 og f^cno — log orco = loc aeiio. 

I arco n ^ 
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Reciprocamente , quando è conosciuto il logaritmo del seno o della tangente 
di un piccolo arco , e voglia trovarsi l’ arco medesimo , dal logurilmo dato li to- 
glierà il mencotiato logaritmo del rapporto , ed il resto corrisponderà al logaritmo 
dell' arco. Ma per trovare nella tavola de’ numeri il logaritmo di rapporto che con- 
viene al caso che si propone , bisognerà cercarlo per memo del logaritmo approssi- 
mato dell’ arco stesso ohe ù domanda , il quale si otterrà strttraendo dal dato ioga- ' 
ritmo le prime cifre 4>>685 costanti per tutti 'i logaritmi di rapporti delie tavole. 

1 seguenti esempi chiariranno meglio le idee. 

4 • • . 

E S K M r I. 

a 

Trovare il log senili' .Zt" 

3,3966003 

tua 

4.,685a6 i:t 
8,oSa 1 768 

Trovare Carco eorrUporulonlt al logtan=B'],’j^t3’jQ5. 


Log dato 7,7313790 

si sottragga 

Log deir arco approssimato ' . . 3|o6637gi> 

— T (per questo logaritmo)s — (5793-1-0.79X0,3) .... 5793 

Log esatto dell’ itroo 3,o658ooo 

^rco= 19 ' .a3" ,3g. 


Quest’ iiltimu procedimento, quando l’arco non è cosi piccolo, può dare un errore 
di 3 in 4 centesimi di secondo ; ma volendo evitarlo si potrà cercare la quantità T 
l'orrispondcnte all’ ultimo logaritmo dell’ arco , e presane la diiferenza con quella già 
trovata , applicare questa correzione ul logaritmo stesso , che in tal modo risulter.i 
esallisiimo. 

Devp anche avvertirsi che se l’arco è minore di 17', il logaritmo del rapporto 
non si trova nello tavole che danno i logaritmi de’ numeri di cinque o più cifre , 
per cui occorre allora spesso di dover trovare il logaritmo del rapporto nella priiea_ 
tavola che si estende da i sino a 1200 , e quello del numero nella tavola che ìe- 
comincia da ioao. Dei resto soltanto M’ uso può diicguaro molte . diOicoltà che sa- 
rebbe troppo lungo il voler lEiuuIaiuc.'its cireonstansiaie. 


Log4(' • 3a" , 3 . . . . 

p. p. per 174 x 0,7 . . . 
S per 4»'-o"— 0.85x3,2 
Logten^i' .Za", Z'j. . . . 
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§. S. 1 lognr 1 l 3 ii de’ seni c delle tangenti di pochi minuti sogliono anche tro- 
varci convertendo le espressioni senx,tanx in queste altre approssimate xKni" , 
Ttaiii" , e cosi in vece di aggiungere al logarilmo dell’arco li logaritmo del rap- 
porto del seno all’ arco , o della tangente all’ arco , vi si aggiungerà il logaritmo 
costante del seno o della tangente di un secondo , che si confonde con quello del 
rapporto nel principio del quadrante. Di più , il logaritmo del seno e quello delia 
tangente di un secondo, coincidendo fra loro nelle priaie sette cifre decimali, pos- 
sono adoperarsi indiflerentcmenle uno in vece dell’ altro. Ciascuno di essi ha il se- 
guente valore , 

Logseni"= 4 ., 685 S 749 = C .logfl" (Trig. §. 64 ). 

Un tal metodo è il solo che possa adoperarsi per trovare i seni e le tangenti 
de’ piccoli archi, quando queste linee trigonometriche non si trovano calcolate nelle 
tavole da secondo in secondo per i primi gradi del quadrante (*) , ed eao è anche 
in qualunque caso preferibile agli altri perchè più semplice , allorché l’ arco è di 
l>ochi minuti. È ansi da osservarsi che trattandosi di archi piccolissimi , le espres- 
sioni esatte senx , tanx danno per mezzo, delle tavole trigonometriche molto inesatti 
i valori de’ logaritmi richiesti , mentre questi si ottengono con tutta la dovuta pre- 
cisione dii calcolo delle formolo approssimate xsen i" , xtan i". Per esempio cer- 
candosi il logsen 8",8 nelle tavole trigonometriche calcolate da secondo in secondo 
si ha 5,6ag!>869 , valore notabilmente lontano dal vero , e calcolando respressioue 
8 , 8 seni" si oiiiene, 5 , 6300576 , logaritmo esattissimo di sen 8 ", 8 . Ciò avviene 
perchè quando l' arco è piccolissimo , l’ cspreslone approssimata non di&risce dalla 
vera se non por una quantità interamente trascurabile ; ed all’ opposto , nelle tavole 
irigonomclriefae la proporzione non può dare con esattezza il logaritmo intermedio , 
j)eTcbè gli aumenti de’ logaritmi non sono proponionali a quelli degli archi, nel prin- 
cipio del quadrante. 


(*) E notabile clic nelle piccolo tavole di Lalande , mentre si riparlano in fine della prela- 
zione e della tavola dc'uumpri , molti valori costanti, inanea il logaritmo di scn i". Quindi è im- 
possibile trovare con ipicHe tavole i logaritmi de' seni c dello langonti de' piccoli orchi , malgra- 
do che nrlla prima linea orizzontale di ogni pagina d^lla tavola de' numeri , si veggano regi- 
strali gli or hi corrispondenti ai numeri naturali situati in testa di einscuna colonna , e si pos- 
sano da’ medesimi agerolnienie dedurre tutti gli altri che ai riminenti numeri della pagina cor- 
a.Fpondono. 11 logseni" notato qui sopra potrà supplire a tale mancanza. 
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§. g. Per completare il fin qui detto intorno al calcolo dello lineo trigonome* 
triche , non sarà inutile ricordare i loro segui in ciascuno do' quattro quadranti , e 
la rclaiionc che esse hanno con le linee del primo quadronte. 

Nel i.<* quadrante. 
sen ic =a -1- sen a; ss -t- cos ( go° — X ) 

• «) 8 Xs=-t-cosx«»-hsen( 90 «--x) 
tan X ss 4 - tnn X =s -i- col ( go’ — X ) 
col X ss -t- cot X tsn ( 90“ — X ) 

Nel a." quadrante. 

senx=*+*sen( 180 ®— x)=S'+-cob(x— * 90®) 
cosxB— cos( [80®— x)=— scn(x— 90®) 
laux» — tnn( 180® — x) so — cot(x — 90®) 
cotXBs— cot( 180® — x)=— tan(x— 90®) 

Nel 3 .® quadrante. 

■ aenxas — sen(x— i 8 o®)ss — co8(a7o® — x) 

cosxsi — cos(x— i8o®)ss— sen(27o® — x) • 

tanx = -+-tan(x— i8o®) =4-cot (270® — x) 
cotX3s-+-cot(x — i8o®)=-+-tan(27o® — x) 

Nel 4 -‘’ quadrante. 

senx =— sen( 3 Go® — x) = — cos(x — 270®) 
cosx=s4-cos(3Go® — x)=-l-sen(x — 270®) 
tanxsss — tau( 3 Go® — x)ss — cot(x— 270*) 
col x = — cot( 36 o» — x)=s — ian(x — 270®) 


G108C8 
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